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mdquinas en funcionamiento en un sistema formado por un operario
y N mdquinas 1guales, con tiempos de funcionamiento entre averias
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temente distribuidos. El modelo generaliza las conocidas férmulas que
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mdquinas.
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1. INTRODUCCION

El problema de calcular el nimero éptimo de méquinas a cargo de un operario
es uno de los que se pueden denominar cldsicos, en el 4mbito de la organizacién
industrial. Como en tantos otros casos, el interés de este problema, ha resurgido
al socaire de los nuevos desarrollos tecnolégicos y de gestién. De hecho se trata,
miés en general, de determinar el nimero éptimo de unidades de una cierta
naturaleza (mdquinas) que han de estar a cargo de una unidad de otro tipo
(que puede ser un operario u otra maquina).

La intervencién del operario es requerida, de forma determinista o aleato-
ria, y su duracién obedece a una determinada distribucién de probabilidad (en
particular, puede ser constante). Se supone que una méquina que ha requerido
la intervencién del operario no genera nuevas incidencias hasta que dicha in-
tervencién no ha finalizado por completo. En la terminologfa de la teoria de
colas, se trata de sistemas con un solo canal de servicio y centro emisor finito.

El tratamiento de tales sistemas no es, en general, simple. En el supuesto
de que las incidencias se produzcan exponencialmente (el tiempo transcurrido
desde que se pone en marcha una méquina hasta que aparece la incidencia sigue
una distribucién exponencial, lo cual equivale a decir que la tasa de aparicién
de incidencias es constante, independiente del tiempo que la méquina lleva fun-
cionando sin incidencias) el modelo m4s sencillo corresponde al caso de tiempo
de servicio distribuido asimismo exponencialmente; las férmulas obtenidas con
este modelo se encuentran en cualquier texto de introduccién a la teoria de las
colas (por ejemplo, en [1]). Pero suele ser poco realista considerar que el tiempo
de servicio se ajusta a una ley exponencial, por lo cual han sido desarrollados
otros modelos, como el de Ashcroft (para tiempos de servicio constantes), con
el que se obtienen férmulas, tablas y grificos que han sido recogidos en diversos
textos (como en [2], que contiene el desarrollo del modelo). Hay otras tablas
y grificos, pero no es raro que aparezcan intercaladas en un texto sobre asig-
nacién de méaquinas sin referencia alguna sobre las hipétesis en que se basan o
a la forma en que han sido obtenidas, lo cual, ademds de desproveerlas de toda
utilidad, contribuye a crear confusisén en torno a una materia, la asignacién de
méquinas, sobre la cual no es imposible encontrar textos no ya confusos sino
simplemente erréneos.

En definitiva, aun manteniendo la hipStesis de incidencias exponenciales (lo
que simplifica enormemente las cosas), no se dispone de modelos de uso rpido
y cémodo para los casos en que el tiempo de servicio sigue una distribucién
distinta de las dos mencionadas (exponencial o constante), en los cuales hay
que recurrir a la simulacién o al desarrollo de modelos especificos.

En este trabajo se trata de generalizar las férmulas de Ashcroft al caso en que,
obedeciendo las incidencias a una ley exponencial, la intervencién del operario
(que también se denominard “reparacién”) sigue una ley cualquiera, indepen-
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diente de una a otra reparacién, con funcién de densidad de probabilidad f(t))
(a <t < b) y cuya esperanza matemética -que se denominard T'(1)- es, por
consiguiente:

(1) = / ’ e (eyde

Se denominard N al nimero de médquinas, supuestas siempre idénticas, y A
a la tasa media de averfas por unidad de tiempo de funcionamiento de una
maquina.

Desde luego, este sistema ha sido ya estudiado. Por ejemplo, por Cour-
tois y Georges (referencia [3]) para el caso de miquinas (o unidades anilogas)
idénticas o por Chandra y Shantikumar (referencia [4]), que tratan el caso en
que existen varios tipos de méiquinas, con prioridades en cuanto a la inter-
vencién de operario y con leyes de servicio exponenciales, hiperexponenciales
o hipoexponenciales, lo cual en la prictica es ciertamente muy poco limita-
tivo y, por otra parte, no parece dificil generalizar los resultados de Chandra
y Shantikumar a una ley cualquiera. Los resultados de dichos autores son mads
generales que los presentados en este trabajo, pero precisamente por su mayor
generalidad son de mucho m4s dificil utilizacién.

El enfoque aqui adoptado se basa en observar que, para determinar el niimero
4éptimo de mé4quinas a cargo de un operario, y con los criterios habitualmente
utilizados, basta conocer el nimero medio de miquinas activas, sin que sea
necesario calcular la probabilidad de cada uno de los posibles estados del sis-
tema. El modelo de Chandra y Shantikumar permite calcular esta probabili-
dad y a partir de ella el valor medio mencionado, pero esta es una via larga y
compleja para alcanzar el resultado deseado. Dicho enfoque permite obtener
férmulas parecidas a la de Ashcroft, que se pueden calcular mediante programas
sencillos, breves y de ripida ejecucién

2. DESARROLLO DEL MODELO

Se considera una duracién indefinida del proceso. A lo largo del tiempo se
alternarin los intervalos en que el operario actida resolviendo incidencias con
intervalos de inactividad del operario, en los que todas las mdquinas funcionan
y no requieren su intervencién; por brevedad, se denominar4 a dichos intervalos
“activos” e “inactivos”, respectivamente.

La duracién media de los intervalos inactivos es ——. Si se denomina T'(N)

a la duracién media de los intervalos activos (obsérvese que esta notacién es
coherente con la utilizada para designar la esperanza matemdtica del tiempo
de reparacién, T(1), puesto que ésta coincide con la duracién media de los
intervalos activos para N = 1) y A(N) al niimero medio de mdquinas en fun-
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cionamiento, en régimen permanente se cunplird que la esperanza matemética
del ntimero de averfas por unidad de tiempo es igual a la media del nimero de
reparaciones realizadas en un intervalo temporal de igual magnitud, es decir:

AA(N)=T(‘T)(1—po)

donde pg es la proporcién de tiempo inactivo sobre el total, o sea:

po = .
w5 + T(N)
Por lo cual:
1 1
1 A(N) =
(1) AT(1) 1+ 577y

A partir de T(V) se puede obtener, pues, A(N).

Los intervalos activos se inician con la averfa de una mdquina; en el instante
en que el operario termina su intervencién en esta primera miquina puede
haberse averiado un niémero cualquiera, k, de las N — 1 miquinas restantes.
Se dird que el sistema pasa del estado E,(N) al E1(N) en el instante en que
se produce la averfa que interrumpe el intervalo de inactividad y que adopta el
estado Ei(N) en el instante en que termina la correspondiente reparacién. La
esperanza matemadtica del tiempo que transcurre desde el instante de la averia
hasta el instante en que termina la reparacién correspondiente es, evidente-
mente, T'(1) y la probabilidad de que el sistema adopte el estado Ej(N) en
este tltimo instante es:

Mk (N) = /Ooo (NI: 1) emWN=1=R)At() _ o=At)k £(4)dy

(puesto que si la duracién de la reparacién es t, la probabilidad de que se haya
presentado incidencia o no en cada una de las N — 1 miquinas restantes es,
respectivamente 1 — e~** y ¢=2t; por consiguiente, para cada valor de t, la
probabilidad de que haya exactamente k méquinas averiadas entres las N — 1
se puede calcular por medio de la ley binomial).

El calculo de estas probabilidad no ofrece dificultades, pero se puede abreviar
teniendo en cuenta que:

HL(N) = aHk_l(N - 1) + (1 - a)Hk(N —_ 1)
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donde «a es la probabilidad de averia de una mdiquina en el tiempo que tran-
scurre mientras se repara otra; de hecho o = IT;(2).

La actividad del operario no cesari hasta que consiga devolver el sistema al
estado Eg(N). Por tanto:

N-—1
(2) T(N) = T(1) + ) T(N)7(N)

donde Tk(N) es el tiempo medio para que el sistema vuelva de Ex(N) a Eo(N),
por lo cual se cumple:

(3) Ti(x) = T(#)

Ahora bien, el sistema, en el estado Ex(N) se puede considerar formado por
dos subsistemas que constan, respectivamente, de k— 1 miquinas (todas averia-
das) y N—k+1 miquinas (una de ellas averiada y la otra en funcionamiento); si
se considera que el operario se aplica a la reparacién de la méquina averiada del
segundo subsistema y que se mantiene en el mismo hasta que en él no queda
ninguna méquina averiada, el primer subsistema no experimenta entretanto
modificacién alguna. El paso de Ex(N) a Ex_1(N) coincide con la transicién
del segundo subsistema de E|(N —k+1) a E,(N — k+ 1). En virtud de todo

ello se puede escribir:

Te(N)=T1(N —k+1)+ Ti_1{N)

y, teniendo en cuenta (3):

Te(N)= > T()

J=N-k+1

de donde, por {2):

N-1 N
T(N}=T(1)+ > Ie(N) > T()=

k=1 J=N—-k+1
N-1 N-1 N-1
=T(1)+ kizjz I (N) -+,z_:k+1T(j) + k; I (N)T(N)
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O sea:

1 N-1 N-1
= 1)+ k 7 =
T(N)= g [T+ L W) Y. 70)
| k=2 J=N-k+1
1 [ N-1 ,
- T -T(1)+ 2Hk(N)'I‘k(N)

k=

N-1
cos Ty(N)= 32 T(j)
J=N—k+1

expresién que permite el cilculo recurrente de las T(N) y, por tanto, a través
de (1), de las A(N) (y de la proporcién del tiempo activo del operario sobre
el total, (1 — po) para cualquier par {}, f(t)}. Los calculos son ficilmente
programables en cualquier lenguaje; la variable ¢ se puede discretizar y ello
facilita la entrada de datos asi como el célculo de las probabilidades m(N),
que se obtiene, entonces mediante un sumatorio. La discretizacién, no obstante,
podria introducir errores no insignificantes; este aspecto del problema no ha
sido estudiado de forma sistemdtica, pero como quiera que en todo caso los
cédculos son répidos es factible utilizar un ndmero elevado de puntos y entonces
las diferencias entre valores teéricos (para tiempos de reparacién exponenciales
o constantes) y los obtenidos a través de la discretizacién son muy reducidas,
pricticamente despreciables.

Por supuesto, los resultados coinciden, para f(t) = Ae™** con los que pro-
porciona el modelo de proceso de nacimiento y muerte con un canal y centro
emisor finito; si el tiempo de reparacién es discreto, se ha de reemplazar la inte-
gral por un sumatorio en el célculo de las 7, (N) y entonces cuando p[T'(1)] = 1
y p(t) = OVT = T(1) los resultados coinciden con los del modelo de Ashcroft.

3. RESULTADOS Y CONCLUSIONES

A titulo de ejemplo, en el grifico se ha representado las diferencias relativas
en los valores de A(N), en el supuesto de tiempo medio de reparacién igual
a 1y para dos valores distintos de N, en funcién de la tasa de incidencias.
Ello para tiempos de reparacién con distribuciones constante, exponencial y
uniforme en el intervalo [0,2].

Como se puede observar en dicho grafico, las diferencias son pequeiias para
todos los valores considerados (en ningdn caso llegan a alcanzar el 5%) y son
menores para valores extremos (muy bajos o muy altos) de la carga del opera-
rio). Probablemente, tanto el modelo de proceso de nacimiento y muerte como
el de Ashcroft son buenas aproximaciones en la mayorfa de los casos reales
(con incidencias exponenciales), pero el estudio general de la validez de dicha
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aproximacién serfa prolijo y la facilidad de utilizacién del modelo general que
aquf se ha presentado no lo justifica.
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Exponencial de media 1

uUroe., 23
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Exponencial media 1
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Las curvas representan el valor de la expresién

Ao(N) — A(N)

.10
A,(N) 1000

donde Ao (N) corresponde a tiempo de reparacién constante y A1(N) a tiempo
con distribucién exponencial o uniforme, segin el caso.
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