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El objetivo de este art-culo esilustrar las tecnicasy los conceptos basicos
de la Teor-a de la Decision. Para lograr este objetivo se ha adoptado el
problema tipo quiza mas sencillo: el problema de la inversion. Este que-
da caracterizado por dos decisiones alternativas (invertir o no invertir y
dos estados de la naturaleza (apreciacion y depreciacion). La informacion
adicional adopta la forma de opinien de un experto. El problema se ha
resuelto en forma extensa y normal. Las consecuencias se suponen expre-
sadas en su forma primaria, como costes de oportunidad y como perdidas.
El arbol de decisiony la solucien minimax tambien son considerados.
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1. INTRODUCCION

Los gjercicios de este articulo son casos particulares del planteado por la disyuntiva:
invertir d; onoinvertir d, unaciertacantidad x, en un proceso en el que se puede
ganar 0; o perder O, lacantidady, con probabilidadesp 8; p,p©, 1 pl

01 0,
d | X y| Xy
do X X

La confianza del decisor en el experto a que se puede consultar se cuantifica
mediantelas verosilimitudesde acierto: pz; 61 pz 6, T siendo Z lavariable
aleatoria que designa la opinion de experto.

Enlosproblemasl sefijammaunvalor que supone considerar a experto como tal:
11 0 75, siendo p un parametro. Por el contrario, enlosproblemas2 p 05 vaor
gue hace equivalentes ambas decisiones, siendo 1t el parametro. En los problemas3
tanto las probabilidades a priori como las verosimilitudes de acierto son parametros.
En el problema 4 se considera un contexto de incertidumbre total.

Indice de problemas

m 12 p 34
11A 2.1A forma extensa conconsecuencias primarias

1.1B 2.1B « « «  costes de oportunidad
1.2A 22.A forma norma « consecuencias primarias
12B 2.2.B « « « costes de oportunidad
1.2.C 22.C « « « pérdidas

py Tt parametros

31 forma normal con costes de oportunidad
3.2 « « « pérdidas

3.3 arbol de decision con consecuencias primarias
34 « « «  costes de oportunidad

TI parametro

4 incertidumbre total
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2. FUNDAMENTOSTEORICOS

Sea el problema de decision D © X : un decisor ha de elegir una de entre
m decisiones posibles (D); € resultado fina (X) depende de su eleccion y de un
conjunto de factores que é no controla, denominados genéricamente Naturaleza © .
Supondremos que ésta se puede presentar en n formas o estados.

ESTADOS DE LA NATURALEZA

0 9 Bn
dy

DECISIONES
di Xij
dm

Si se decide d; y la naturaleza se presenta en €l estado 0j, la consecuencia es x;j;
en su forma primaria consideraremos que es una ganancia.

2.1. Decision en ambiente deincertidumbre parcial o riesgo

L as probabilidades asociadas a |os estados de |a naturaleza, p 6; , miden el grado
de creencia en su verificacion. Supondremos que €l criterio de decision es el de la
maximizacion del valor medio.

Analisis en forma extensa

n
d i max Vi H xjp 6 Vsinl
Decision de Bayes il Valor medio sin Informacion

Decision con informacien adicional

Supongamos que, antes de tomar ladecision el decisor pide informacion (opinien)
a un experto. Sea Z la variable aleatoria que describe la opinién del experto y sea
Z 1z Z Z, su dominio, donde z indica que el experto opina que se dara
Bk.
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Ante la opinion del experto, € decisor modifica las probabilidades iniciales, a
priori; los valores a posteriori se obtienen aplicando €l teorema de Bayes:

a posteriori apriori

Pz 6 po

e.
PoI & P %

Verosimilitudes: miden el grado de confianza del decisor
en el experto

El criterio de eleccion seguira siendo el de maximizacion del valor medio, pero
utilizando ahora las probabilidades a posteriori. Es decir, supuesto Z  z:

0 0
d dimiax\/i Zx.izk i PY

pej

Valor medio del proceso de decision con informacien

A pzkejpej

n n
Veonl z max Z)q P z z max ZXi,-pzk 8 p 6
K1 i1

Valor delainformacien: Vdel Vconl Vsinl

Propiedad: Vdel 0.

Informacion Perfecta: Seria la que aportaria un «experto perfecto». Aquél que
verificase (siempre en opinion del decisor):

Pz 6 1 0O p6ez 1

n
Se cumple?  VeonlP mex;j p O Ver Problemal.lA.
j 1

En el extremo opuesto, restringiendo €l problemaan 2 €l decisor puede creer
que el «experto» siempre falla, y asignar las verosimilitudes: pz 61 pz 62
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1 0 p6xzz pB: 1 Enestecaso, lareglade decision es, naturalmente,
hacer lo contrario de lo que opina el «experto».

Informacieon irrelevante

Si todas las verosimilitudes son iguales, Vconl  Vsinl® [0 Vdel 0.

Costes de oportunidad

Vij miaX Xij Xij

Un mecanismo alternativo de resolver un problema de decision, generalmente mas
comodo, se basa en la minimizacion del coste de oportunidad medio®

n
d di miin Cdi leyij P Csinl
Se cumple (ver nota):

1) Csinl  VconlP Vsinl  VdelP

Con opinion del experto,
2) Cconl  VconlP Vconl®

De ladiferencia 1  2: Vdel Csinl Cconl

Perdidas (valores opuestos a las ganancias)

ij Xij

n

n
3) d di miin L d le ij Pj miin lex;jpj miax V;

Lsinl Vsinl

Andogamente:

4 Lconl Vconl

De ladiferencia 3 4 resulta Vdel Isinl Lconl.

325



En los problemas resueltos con la matriz de consecuencias en forma de pérdidas,
se ha supuesto que a todos los elementos de dicha matriz en su forma primaria se les
harestado la cantidad x. De forma general, s se efectlia una traslacion en k unidades:

Xij X|J k
resulta:
n
d d max lexijpej Vsnl  Vsinl  k
Andogamente: Vconl  Vconl k; deladiferenciade iguadades

Vdel Vconl Vsinl

Analisisen formanormal
Se basa en la evaluacion de las estrategias o reglasde decision:

D oz 0. Z— D
n
d V o V & 8 p 8
mgx le i PUj

n
V 0 6 ZV5ejkaZkej
k1

En los problemas planteados con costes de oportunidad o pérdidas, la operacion
de minimizacien ha de sustituir a la de maximizacion.

2.2. Decision en ambiente deincertidumbretotal

El decisor no tiene ninguna apreciacion de la probabilidad de los estados de la
naturaleza.

Supondremos planteado €l problema con las consecuencias como pérdidas i
(problema D © L y que €l criterio de decision es el minimax, en virtud del cual, la
decision no aleatorizada minimax es:

d d min max j
[ i
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Decisiones aleatorizadas

Una distribucion de probabilidad sobre D define una decision aleatorizada. Asi,
dp dp  dy

. ldentificaremos A y .
M T

La perdida media asociada a la decision aleatorizada A supuesto 6; es
LiA LAG ZTl'i i
I
A es unadecisibn minimax si:

A AmAin max L A 6, maxL A ©; V (valor minimax
i i

\

Metodos de obtencion de A

] Programacien Lineal

m
V. minV min v minzqu
i

LA B; iiﬂi i \Y iZ]‘[i i 1 izim i 1

(supuesto v positivo)

[l Metodograco  (supueston 2.

El conjunto de perdidas asociado a A esL A L1 A Ly A . Los conjuntos
de pérdidas del conjunto de decisiones aeatorizadas forman la region de perdidas.
Si se aceptan (nicamente decisiones puras, la region de pérdidas G esta formada
por lospuntos  : L d i1 i2 - Peros seconsideralaposibilidad de aleatorizar
las decisiones, problema extendido D © A , laregion de perdidas (G) esta formada
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por la envolvente convexa de G. Son equivalentes los puntos de la region de pérdidas
que comparten el mismo valor maximo de la pérdida media: v; asi son equivalentes
(al vaor de su mayor coordenada, v , los puntos de la frontera de todo conjunto
depuntosdelaforma xy x vy v . Designando por N v a dicho conjunto
frontera, el punto minimax se encuentra en la «Ultima» interseccion de N v y G:

V. mnveNv G 0

Gréficamente:

3. PROBLEMASRESUELTOS

Enunciado comun:

Sea el problema de decision con matriz de consecuencias.

01 0,
d | x ylx yl VY O p pbH

dy X X

El decisor pide opinion a un experto, que le merece una confianza cuantificada
por las verosimilitudes de acierto:

pPz6 pz6 ™
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Problema 1.1.A

Sea Tt 4§1 en el enunciado comin.

Obtener, aplicando el método de andlisis en forma extensa:

1) a) laregladedecisiony el valor medio del proceso de decision sin informacion
Vsinl ,

b) el valor medio del proceso de decision con informacion perfecta VconlP,
y

c) el valor medio delainformacion perfecta VdelP . Representar gré&ficamente
Vsnl p,VconlP p yVdelP p .

2) Laregla de decision y el valor medio del proceso de decision contando con la
informacion (opinidn) del experto Vconl .

3) El valor medio de la informacion del experto Vdel .

4) Representar graficamente, en un cuadro conjunto, las expresiones de Vsinl p y
Vconl p . Destacar en dicho cuadro la expresion de Vdel p .

Solucien:
1) a) Sininformacion:
2
d d max Vi 3 xjp6 Vsinl
j 1

Vi X yp xylp 2yp xy
Vo Xp X1 p X

V]_ V2 |:| pe % Ve X
p Vsnl
1

d =

2 O2 X

d

1

di §1 2yp Xy
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b) Con informacien perfecta:

2

VconlP z max Xij P 9j X yp x1 p
1

¢) Valor medio de lainformacion perfecta:

VdelP  VconlP Vsinl

yp sp 12
yp y«p 12

VdelP

2) Con informacien parcial:

2
_ P %8 pb
1Z z| d di miax V d; lex.J o7
PO x
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o 1 p2 P
4 4 11 1
V; — — X 4 X =
! Yo Pz 7 4 R X ] & 0,
3 1
P~ 1 p-
A\ 4 4 } 2Xp X
Pz Pz pz 4 1
1 13
Vi Vo O = Ve —>2Xx
1 2 Pe 2 e Dz 42
1Z 2zl
1 3 p
P 1 p- 1 1
4 4 3
\Y; X y—2 x y—=2 _— = 2 4 3 x d 0°>
1 y D2 y D2 0z, 4 Yy P y . 1 4
1 3
P~ 1 p-
> 4 4 1 2xp  3X
P2 P2 pz 4 3
3 1 17
Vi Vo O - Ve —>2Xx
1 2 Pe 2 e Dz 42
Las estrategias (0 reglas de decision) posibles son:
di sZ =z d sZ z7
d12 , O21 , du iz & d z
d2 sZ o d1 SsZ o
decision inducida decision opuesta a caso omiso al experto
por el experto la inducida por €l
experto

Las estrategias optimas del problema son:

2 2
Vconl Zm_ax z Xiip Z 6j p 6
K1! i1
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p \Vconl
O22 0} X Lo x xp 3
4 7z P P
fo) }g) X Y X 4 X 2X 3x
2 77 yp 4 Yy p y p
31 1
du 3 p X y| 7 x dp xy 2x dyp 3x y

3)

Obsérvese como para la resolucion del problema, no ha sido necesario calcular
las expresiones de p z .

En definitiva,

a) s el decisor se encuentra a priori «muy seguro», adopta la decision en la
gue confia,

b) en caso contrario, adopta la decision inducida por el experto.
En e primer supuesto, no aprecia en ninguna medida la opinién del experto

(Vdel 0), mientras que su valoracion es creciente conforme se consideren va-
lores de p proximos a 0,5. (ver apartado 3) y figura 4)).

p
1
0 =
03
y 11
yp = i
4 4 2
Vdel

3, 13
Yooy 313

3
0 21
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4)

Problema 1.1.B

Resolver 1.1.A utilizando costes de oportunidad.
Solucien:

Matriz de costes®:

Yij max Xij Xij
I

61 | 62
d | 0
d2 Yy 0
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1) Sininformacien:

2
d d min Cgd Yij P 6; Csinl
n ca 3
Cdi VconlP Cd
C Op yl p y yp X yp Xy 2yp
G yp 01 p yp  x yp X
1
G GO p 5 G 3
VdelP VconlP Vsinl
2) Con informacien parcial:
2
S — - P % 6 pb;
1Z_ %1 d dmn Cd jZlyu D2
|1Z 2zl

1 p

P3 1py 11
3 4 + 1
C Opzl y bz pz 4 yp 'y ; dy 0Zl

1

Py 1p, 11

C 4 0 4 =
2 Yoy bz pzd P & %1
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1 1 13
Ct C U pe 2 Ce p—Zlé_lé_l
1Z 2]
1 3 p
P lpy; 11 —
C 4 4 - 3
' P2 P2 p2243y P q d 0,
1 3
P lp; 11
4 4 1
2 Yoz bz pz 4P o 21
3 1 13
G C O pe 2 Ce p—zzé_lé_ly
2 2
Resulta: Cconl min YiiP Z 0j p 6;
kzl ! le
p Cconl
1
52 07 yp 3yp yp 4
d 13
5 2 4
12 72 y 4 y yp yp
3
011 2l y yp y yp 3y 3yp 4

3) La expresion de Vdel calculada en 1.1.B se obtiene igualmente calculando la
diferenciaCsinl  Cconl

4) Ver gréfico del problema 1.2.B.

Problema 1.2.A

Resolver 1.1.A aplicando el método de andlisis en forma normal.

Solucien:

e} émé':\xVG Vo606 V&6, 1 p
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V69122

AW

V691 V69121p2191 V69122p2291 V69121

V692 V69221p2192 V69222p2262 V69221 V69222
V612 Gj Zx Xkj V621 ej VAl X2j V621 ej Vi) X1j

Vo 8z Xj Vox 0z xj

Vo, ‘yp x 2| V3 Byp x SZy V 312 % [0 &, dominada

V611 92ypxyV622 E

Resulta:
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Problema 1.2.B
Resolver 1.2.A con costes de oportunidad.
Solucien:

o) émgnCE) CdB1p CdH, 1 p V_con_IP V o
X yp

Cdp %p Cody 1 gy C 312 3—2’ 0 &, dominada
Cdu Ry yp| C&p B E
Problema 1.2.C

Resolver 1.2.A con perdidas.
Solucien:

La matriz de pérdidas, efectuada la traslacion de magnitud x, resulta:

01 0,
dy yly
do 0 0
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1) Sininformacion:

2

d d min Ld Z iip 0
I J i
L1 yp yl p 'y 2yp
L1
L, Op 01 p 0
p Lsinl
1
do 0 > 0
d
d 1' 1 2
1 > y 4yp
2) d o main Lo
Ld, Y yp y4| Ldx ® yp 3y4
L o121 16 2yp Yy L o2 ﬂ V o2 X
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Problema 2.1.A

Sea p % en el enunciado comdn.

Obtener, aplicando el método de anélisis en forma extensa:

1) Obtener laregla de decision y el valor medio del proceso de decision sin contar
con la informacion del experto Vsinl, el valor medio del proceso contando
con informacion perfecta VconlP y el valor medio de la informacion perfecta
VdelP.

2) Laregla de decision y el valor medio del proceso de decision contando con la
informacion (opinidn) del experto Vconl T

3) El valor medio de la informacion del experto Vdel Tt .

4) Representar gréaficamente, en un cuadro conjunto, las expresiones de Vsinl 1T y
Vconl 1t. Destacar en dicho cuadro la expresion de Vdel Tt.

Solucien:

1) Sininformacien:

1 1
Vioxys Xys35 X Vsinl - x
v x« 1 x 1 4 di y d» equivalentes
2 2
Con informacien perfecta:
1 1 y
VconlP X yi XE X >
VdeiP VconlP Vsinl X )—2/ X )—2/
2) Con informacien parcial:
1Z 7|
T[% 1 = 11 n
\Y; s == 1
Loy Pz Y Pz leZZyr[ Yy dz OE
d
Tt1 1 T[}
\2) x —2 X 2 L:—Lx c 1
Pz Pz pz 2 51



1
Vi W O Te E Ve
1Z 2z
1 1
1 = =
2 2 1 1
V; X X —= —_—
! Y "oz Y 5z pm2 T
1 1
1 = =
A\ X 2 X _2 ! }x
Pz P2z pz 2
1
Vi W O Te E Ve
Resulta:
p Vconl
1 y 1
5 = s =
2 03 e X313
d } X
2
o, 1 y 1
2 1 ymxos1 2
Veonlt 1 VeonlP y 1 X
y
DZLR 5 X
3) Vdel X X
y
X = X
ymxos

4) Ver figura del problema2.2.A.

Problema 2.1.B

Resolver 2.1.A utilizando costes de oportunidad.

340

p21§X
Xy &
do
RN
Pz 2
X 2yt Xy
2yt X y X
y y
2 X 2
p
1
Yy o0:
ny2 2
0 12
y 1
ym 3 3t

o
NI =

NI =
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Solucien:
1) Sininformacien:

1 y . y
C1 Oé yi 2 Csanl >
1 1 y d d uivalentes
C y2 O2 5 1y G2 €9
2) Con informacien:
1Z 2zl
1
= 1 = T
2 11 1
@ % Vg pz 27 & 0
d
T[l 1 T[l 1
D) 2 1 1 di
c 2 1 Z1
2 ypzl pzn pzn 2" 2
1 1 1y
G G HUme 5 G 53
1Z 2z
1
1 1= = T
C 2 2 11 1
P2 P2 pz 2 (o7] Oé
d
1 nl T[l 1
2 2 11 & 23
C _
2 P2z p2z pz 2 i 2
1 1 1y
0 = - =)
G & Te > Ce 07 22
Resulta:
p Cconl
1 1
5 = =
21 02 ym 2yT[ ym
d 1 y
2 2
1 1
o1z 50 y ym S Y YTy ym

4) Ver figura del problema 2.2.B.
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Problema 2.2.A

Resolver 2.1.A aplicando el método de andlisis en formanormal.

Solucien:
o) émngE V691p91 V692p62 %Véel V592

V691 V69121p2191 V69122p2291 V69121T[ V691221 Tt
V692 V69221p2192 V69222p2292 V692211 Tt V69222

Ve, yn X% Von B yn X%/ V o511 19] V 8&»

Problema 2.2.B  Resolver 2.2.A con costes de oportunidad.

Solucien:

Cd C691p91 C61292p92 %C691 C692 VconlP V &

Cd, 2y yn| Cdn Zlﬂ Cdu 2Cdp =2By2
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Lasfiguras precedentes resumen |os resultados del tipo de problemas 2. Se observa
en ellas una perfecta simetria en el valor de la informacion Vdel . Para los casos
extremos: 1T 1 (experto) y 1t 0 («antiexperto»), lainformacion alcanza su maximo
valor, ya que ambos son perfectamente (tiles al decisor. El valor de lainformacion es
nulo para el «aexperto»: T 1 2 Excepto en este caso, en € que se podria afirmar
que «el experto esta como € decisor»: p 1 1 2, la opinion del experto, real
0 supuesto, tiene valor, bien para hacer lo que induce, bien para tomar la decision
contraria.

Problema 2.2.C
Resolver 2.2.B con perdidas.
Solucien: 1
Lo E Lo 91 Lo 92 V d X
Loy % % yu| Ldx & ym % L 11 ZGE L &
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Problema 3.1
Considérese el problema planteado en su enunciado coman.

Determinar las expresiones de los costes de oportunidad medios de las posibles
estrategias y las funciones Cconl p 1t y Vdel p 1t.

Solucien:
Cbd C691p C6621p

C691 C69121p2191 C69122p2291 C69121T[ C691221 Tt
C692 066221p2162 069222[32292 06922111'[ 069222H
Tomando del Problema 2.2.B las expresionesde C & 6 z, resulta:

C612 2 y1 Tt C521 ZSE

Cd1 ®yl p| Cd» 30@

De 1.1.B:

p Csinl
dy 1
0 > yp
d 1
dy > 1 y yp

Vdel Csinl Cconl



La superficie Cconl p 1t es una piramide de base en €l planoC 0y de altura
y2enp T 1 2 Suproyeccion sobre el plano p 1T genera las cuatro regiones
destacadas en la figura siguiente.

La forma de la funcion Vdel queda caracterizada por las secciones visualizadas
en los problemas 1.1.A y 2.2.A: es nula en las dos regiones en las que no influye
el experto 011 y 022 Y Simétrica respecto a la vertical p 0 5 en € resto. Sobre
esta linea se producen los maximos valores de Vdel fijado m:ym 12 endpp €
y T 12 en . El maximo absoluto aparece cuando 1t 1 en €l primer caso y
1 0 en el segundo, es decir:

max Vdel prt Vdel 1 21 Vdel 120 y 2

Resultado ya obtenido en el problema2.2.A; corresponde con una situacion de maxima
incertidumbre del decisor p 1 2 y méaxima seguridad de acierto/desacierto en el
experto.

Problema 3.2

Resolver 3.1 con perdidas.
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