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ESTIMADORESDE RAZON: UNA REVISION
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En este trabajo de revision exponemos los principios basicos de la utili-
zacien de informacion adicional en la estimacion de parametros de nidos
sobre poblaciones nitas, mediante el empleo de estimadores de razen.
Aungue la introduccien de este tipo de estimadores se realizo inicialmente
desde un punto de vista «heur -stico», basado en la existencia de relaciones
de proporcionalidad directa «aproximada» entre la variable de estudio y
otrasvariables mas controladas, su estudio detallado sedesarrolla a partir
del enfoque de model os de superpoblacien. La problematica principal que
presentan este tipo de estimaciones esla existencia de sesgo, |10 que obliga
a utilizar disenos muestrales espec: cos 0 a modi car las expresiones de
los estimadores con el n de obtener estrategias insesgadas 0 con sesgo
reducido, pero manteniendo la simplicidad en |la estimacion del error de
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1. INTRODUCCION

La utilizacion de informacion auxiliar es un recurso muy extendido en los diversos
ambitos del muestreo en poblaciones finitas, siendo su principal objetivo la obtencion
de estimaciones méas acuradas.

En términos generales, podemos afirmar que lainformacion auxiliar, generalmente
suministrada por una 0 mas variables auxiliares, conocidas o controladas al menos
en cierto grado, puede ser aplicada en la fase de muestreo, en la fase de estimacion
0 en ambas.

Asi, los disefios MPS 'y PPS, es decir, con probabilidades de inclusion o de selec-
cion de elementos, proporcionales a tamafio, utilizan probabilidades de seleccion de
elementos, que estan afectadas por |os valores de una variable auxiliar, X. También,
en el muestreo estratificado, se emplean variables auxiliares en cuestiones tales como
la afijacion y la definicion de estratos.

En este trabgjo revisaremos diferentes formas de construir estimadores, con una
estructura matematica de tipo fraccional, y que utilicen en la forma mas adecuada,
dicha informacion auxiliar, buscando la obtencion de buenas estimaciones. Por su-
puesto, €llo no va en detrimento de utilizar estos estimadores en combinacion con
disefios muestrales que también incorporen informacién auxiliar como los mencio-
nados anteriormente. Una clasificacibn pormenorizada de éstas y otras formas de
empleo de la informacion auxiliar puede verse en Hedayat y Sinha (1991).

Este tipo de estimadores de razen resultan muy apropiados cuando se presenta
una relacion aproximada de proporcionalidad directa entre la variable de estudio y
otras variables auxiliares. Estas relaciones aparecen con frecuencia en situaciones
reales. Por gemplo, para estimar el contenido total de az(icares de un gran carga-
mento de naranjas, podemos utilizar la proporcionalidad existente entre el peso del
fruto y el de azlicares que contiene, empleando el muestreo para estimar €l factor de
proporcionalidad. O para estimar €l total de automoviles en una poblacion, podemos
tener en cuenta la proporcionalidad aproximada, existente entre éstos y el nimero de
habitantes. De esta forma, la existencia de este tipo de relaciones puede ayudarnos a
obtener estimaciones mas precisas, aungque como veremos, con la contrapartida de la
aparicion de sesgos en las mismas.

Asi, enlaseccion 2, iniciaremos el desarrollo de estas cuestiones estudiando lo que
denominamos soluciones heur sticas, basadas en considerar el parametro a estimar
como unaderivacion de una expresion mas compleja, sobrelacual se sustituyen ciertas
cantidades poblacionales por muestrales. Un estudio posterior permitira calibrar si
hemos obtenido un estimador adecuado, y encontrar las mejores condiciones para su
aplicacion.
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En la seccion 3., enfocaremos nuestro estudio bajo la perspectiva de los modelos
de superpoblacion, desarrollando la solucién general obtenida para €l caso de disefio
muestral aeatorio simple, MAS N n , y para el caso de disefios NPS, es decir, con
probabilidades de inclusion proporcionales a tamafio.

En la seccion 4., se estudian varias estrategias insesgadas, basadas en € disefio
de Lahiri-Midzuno, y en el diseflo MAS N n combinado con estimadores especiales
como el de Hartley-Ross y el de Mickey. Estas estrategias presentan estimadores
de la varianza complicado, por lo que, en esta misma seccion, introducimos varias
estrategias cuasi-insesgadas, con estimadores de la varianza méas simples.

La seccion 5., se dedica a estudio del estimador de razbn multivariante, y la
seccion 6., alas distintas formas de combinar el estimador de razon con la estructura
de estratos.

Finalmente, en la seccién 7. estudiamos propiedades de optimalidad del estimador
de razbn, bajo el modelo de superpoblacion de proporcionalidad directa, exponiendo
los resultados cléasicos sobre optimalidad de ciertas estrategias basadas en muestreo
intencional.

En lo que sigue, denotaremos por U a la poblacion finita bajo estudio, siendo sus
elementos,
U 123 N

También denotaremos por Y una variable genérica, definida sobre U que asocia a cada
elemento, i U, un nUmero red, Y.

Supondremos que las estimaciones se realizan a partir de una muestra, m, obtenida
de la poblacién mediante un determinado disefio muestral. En particular, emplearemos
frecuentemente el disefio muestral formado por todas las muestras posibles (en €l
sentido de subconjuntos) de tamafio n, con distribucion de probabilidad uniforme sobre
las mismas, a que denominamos diseno muestral aleatorio simple, ya mencionado
previamente, y que denotaremos MAS N n .

2. SOLUCIONESHEURLISTICAS

Si suponemos que el parametro a estimar es la media poblaciona de la variable
Y,

ey
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y que X es una variable auxiliar perfectamente conocida para todos |os elementos de
U, podemos considerar la expresion,

Il =

Y X RX

= X

a partir de la cual podemos definir, heur sticamente, el estimador,

Yr RX

La forma final del estimador dependera del disefio muestral utilizado. Por gjem-
plo, s la muestra se obtiene mediante disefio muestral aleatorio simple, MAS N n ,
podemos estimar R por la razbn de medias muestrales, obteniendo,

- ¥
Yr ﬂx

Obviamente, la eficiencia de este estimador depende en gran medida de la relacion
existente entre las variables Y y X, siendo € caso mas favorable aquel en e que
existe una relacion aproximada de proporcionalidad entre la variable de estudio y la

variable auxiliar. Gréaficamente ello significa una nube de puntos concentrada en las
proximidades de una linea recta que pasa por €l origen. Véase la Figura 1.

Figural. Relacion de proporcionalidad aproximada entre dos variables.
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El caso ideal, aunque utbpico, se daria cuando la proporcionalidad entre las va

riables es exacta. Ental casoV Ygr 0, y la estimacion coincide con € verdadero
valor. En general, y suponiendo disefio MAS N n, basta aplicar las expresiones
usuales para la varianza aproximada de la razon, y su estimacion, véase Fernandez y
Mayor (1995), para obtener inmediatamente las conocidas expresiones,

V Yr 1_nfs§ RS 2RS,

V Ya 1_nf§ RS 2Rs,

donde §7, S, Sy denotan cuasivarianzas y cuasicovarianza poblacionales, y &, <,
Sxy las correspondientes muestrales. También denotamos f  n N.

Es interesante observar que la solucion obtenida heuristicamente volvera a aparecer
al aplicar el enfoque predictivo, por lo que pospondremos para mas adelante un estudio
en profundidad de esta solucion, en lo que se refiere a tratamiento del sesgo y del
error cuadrético medio.

También es necesario resaltar que, en el enfoque heuristico se esta empleando,
aunqueno apriori o de unaformamanifiesta, la existencia de unarelacion aproximada
de proporcionalidad directa, entre las variables Y y X, y en este sentido, hemos de
recordar los trabajos pioneros de algunos cientificos, en el campo de la demografia,
que han utilizado esta idea.

Asi, son clasicos los estudios del inglés John Graunt sobre la estimacion del
nimero de habitantes de Londres. Sus resultados se publicaron en e famoso tra-
bajo Natural and Political Observations made upon the Bills of Mortality, aparecido
en 1662. En este estudio, Graunt investigb un conjunto de familias pertenecientes a
determinadas parroquias de la ciudad de Londres, donde los registros resultaban fia-
bles, y observd que habia un promedio de tres fallecimientos anuales en 11 familias,
siendo la cantidad total de fallecimientos por afio en esta ciudad de aproximadamente
de 13000. De este forma, Graunt concluy6 que €l nimero de familias era de 48000, y
suponiendo un tamafio medio familiar de 8, estimb en 384000 el nimero de habitantes
de la ciudad.

Como puede observarse, en estos calculos esta implicito un modelo de proporcio-
nalidad entre el nimero de fallecimientos y el de familiasy también entre el nimero
de éstas y €l de habitantes. También hay que notar como Graunt no realizb ningln
estudio adicional encaminado a cuantificar los posibles errores cometidos. Véanse
Chang (1976) y Hald (1990) para un estudio pormenorizado del trabagjo de Graunt.

Otro precedente historico de gran relevancia lo constituyen los estudios sobre
la pablacion de Francia, llevados a cabo por Laplace, y cuyos primeros resultados
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aparecieron en 1786. Sus métodos de muestreo y estimacion fueron similares a
los empleados por Graunt, pero € cientifico francés vio la necesidad de tener en
cuenta de alguna forma la precision de los resultados obtenidos, tanto en su control,
seleccionando una muestra de calidad, como en su medicion.

A partir de una muestra, Laplace estimd la poblacion total del pais utilizando
una estimacion de razon, empleando los nacimientos ocurridos el afio precente como
variable auxiliar. Adicionamente, calcul6 la distribucion de la diferencia entre el
verdadero valor y el estimado, aproximando esta distribucion por una normal. Sus
métodos y resultados aparecieron en la clasica obra Theorie Analytique des Probabi-
lites, publicada en 1812. Véase Cochran (1978) y Chang (1976).

3. MODELO DE SUPERPOBLACION DE PROPORCIONALIDAD DIRECTA

El enfoque considerado en el apartado anterior, que denominamos heur stico, en
cierto modo se contrapone, metodoldgicamente, al que vamos a considerar ahora,
mas formal, y denominado enfoque predictivo. Este enfoque se basa en suponer un
«modelo» o relacion funcional entre la variable de estudio, Y, y la variable auxiliar,
X,delaformaY f X .S f fueraconocidacompletamente, el conocimiento de
X nos llevariaa deY y por tanto a de cualquier parametro 0 Y .

Usuadmente, f  es desconocida y su determinacion sblo puede realizarse de un
modo aproximado, a partir del conocimiento de la variable X, y de la informacion
suministrada por el estadistico,

XY i m
Con dicha informacion, buscaremos la funcion f  que «mejor» explique la re-
lacion observada y que denominaremos funcien predictora.

En este sentido, es muy importante realizar estudios exploratorios de los datos
muestrales, por gemplo dibujando la nube de puntos, que proporcionen indicios
sobre las pautas que relacionan X con Y. Véase Fernandez y Mayor (1995).

El siguiente paso sera estimar 8 Y mediante 8 Y , siendo Y; i U los vao-
res aproximados a los verdaderos valores Y; i U, proporcionados por la funcion
predictora f , es decir,

Yi X i U

Por ejemplo, para un parametro lineal del tipo Y 3 yaY setendrg,

Y i%a@Yi i%aiYi iZIaiYi Vi
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cuyo primer sumando es conocido, y e segundo es desconocido, siendo funcion del
error de estimacion de f . Si es posible despreciar este segundo sumando, entonces
podemos dar como estimador,

01Y i% aY;

en otro caso, podemos estimarlo, por gemplo mediante e estimador de Horvitz-
Thompson, obteniendo el estimador alternativo,

Yi Y
0 aY; a——
? i% | izm Tg

Es importante observar que en e enfoque predictivo se combinan dos procesos
estadisticos, € ajustey la estimacion, dependiendo la bondad de las estimaciones de
numerosos factores entre los que destacamos la habilidad en la conjuncion de ambos
procesos, labondad del gjuste realizado y la estructura de la poblacion en lo que atafie
a las variables involucradas.

Con € fin de obtener el estimador de razon a partir del enfoque predictivo, vamos a
suponer que lapoblacion, en relacion alavariable de estudio, Y, y lavariable auxiliar,
X, posee el siguiente modelo de superpoblacion, de proporcionalidad directa,

Yi BX s

Vs& OV X

Es gg;j Oi |

siendo v una funcion conocida que marca la estructura de la varianza. Adicional-
mente, supondremos que X toma Gnicamente valores no negativos.

Notemos que si fuera posible observar la totalidad delosvalores X Y, i U
como en el caso de un censo, podriamos obtener una estimacion de 3 basandonos
en el teorema de Gauss-Markov generalizado dado por C.R. Rao (1965), mediante la
resolucion del siguiente problema de minimizacion,

. Y BX 2
ngn i% o%v X
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lo que proporcionaria,

B Ei Ulel Vv xl
SiuX VX

Pero como sblo disponemos de la informacion suministrada por la muestra, utiliza-
remos el método de estimacion propuesto por Kish y Frankel (1974) y Fuller (1975),
consistente en reemplazar la suma poblacional por una estimacion muestral, y mas
concretamente, si es la de Horvitz-Thompson, resolviendo el problema,

. Yo BX 2
" 2 o%v X T

im

Para simplificar la solucion del mismo, tomaremosv x X, lo que representa una
situacion muy general, en la cual la varianza en la superpoblacion aumenta propor-
cionamente a valor de la variable auxiliar (que ha de ser no negativa). Con esta
hipbtesis, obtenemos, sin mas que derivar, la siguiente ecuacion normal,

Yi BX
im TG

0

y la siguiente estimacion de 3,
B Zi in T
Yi mX TE

Si ahora empleamos el estimador 6, para estimar la media poblacional, obtendre-
mos,

Yi Y _ Y BX - -
N iZBX‘N izm NTS P

donde & segundo sumando se ha anulado por la ecuacion normal. Asi pues, hemos
obtenido el siguiente estimador de la media poblacional,

) _%Yi N z

m

v YimYi T o
Y = — X
) Yi mX Th

caso particular del de Sanchez-Crespo (1980).
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El estudio de la varianza de Yr dependera del disefio muestral que se emplee, y
en general, se puede realizar por los métodos usuales basados en aproximacion lineal .

A continuacion particularizaremos la solucion obtenida, para el disefio muestral
aeatorio smple, MAS N n , y paralos disefios INMPS, esto es, con probabilidades de
inclusion de los elementos proporcionales a su valor de la variable auxiliar.

3.1. Diseno MAS(N, n)

Al ser las probabilidades de inclusion de primer orden para este disefio muestral,
T nN i U, obtenemosel estimador,

Yr X

X<

gue coincide con €l obtenido heuristicamente, y obviamente es, en general sesgado,
ya que,

yi

BYR EYr Y YE% E i EXIE% EYl  Cov Ay

Con objeto de redizar un estudio cuantitativo de este sesgo, asi como del error
cuadrético medio y de la varianza, construiremos los valores,

ewy'TY &n’ﬂTx

gue nos serviran, adoptando la linea expuesta en David y Sukhatme (1974), para
definir las siguientes cantidades,
2k 1

Bk Yr YE Z} o' ol ol
i

% 2 _
ECMcYr  Y°E &l o2 20 i 1 o
i

conk 1 entero. Estas cantidades seran utilizadas como aproximaciones del sesgo y
del error cuadratico medio, y con respecto a sus ordenes de aproximacion se verifica
e resultado que exponemos a continuacion.

Teoremal Bajodiseno muestral MAS N n , y suponiendo que la media muestral de
Xverica £l xg O, setieneparalascantidadesBx Yr y ECMy YR,
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BYr B«Yr Oon k1

ECMYr ECMYr Oon k1

Para un estudio pormenorizado de este resultado, y su demostracion, véanse David
y Sukhatme (1974) y Sukhatme et al. (1984).

Tomando ahorak 1,y teniendo en cuenta que entre €l error cuadrético medio y
la varianza existe la relacion,
o - _ 2
ECM Yr VYR BYR

se obtienen facilmente las siguientes aproximaciones.

Teorema 2
BYr 1—nf %§ %sq, on? on't
- 1 f Yo .Y
ECMYr —— § %ﬁ 228y On? oOn'
- 1 f Yo .Y
V Yr TS§%§ 25Sy on?2 ont

El resultado anterior es importante por varias razones. Por una parte, nos dice
que el sesgo puede ser reducido incrementando el tamafio muestral.

Por otra parte, proporciona una expresion del sesgo, aproximada hasta el orden
On 2. Similares consideraciones se derivan para € error cuadratico medio y la
varianza.

Como una aplicacion interesante, hemos realizado una comprobacion empirica
del comportamiento del sesgo, utilizando una poblacion construida artificialmente,
EXP1000, con N 1000 elementos, para los cuales las variables Y y X estan ligadas
por la relacion,

Y, 1000 10 X 3 g i 1 1000
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Los valores de X; han sido generados de una distribucion exponencial de media
200 y los de € se han obtenido restando 50 a los valores generados a partir de
una distribucion exponencia de media 50.

Para cada uno de los valoresn 10 15 100 hemos simulado 500 veces un
muestreo aleatorio simple, MAS 1000 n , y para cada valor de n hemos tabulado el
termino gu-a del sesgo,

_ 1 f Y 1
B]_ B]_ YR T % § i S(y
asicomoB BYRr calculado promediandoYr Y sobre las 500 simulaciones. Tam-
bién hemos tabulado la diferencia, en valor absoluto, entre ambas cantidades. De esta
forma hemos obtenido |os resultados siguientes,

n B1 B B B

10 94.367097 79.384970 14.982127
15 62.593663 67.305330 4.711667
20 46.706946 50.874577 4.167631
25 37.174917 43.594316 6.419399
30 30.820230 26.349465 4.470765
35 26.281168 22.712932 3.568236
40 22.876871 20.871180 2.005691
45 20.229085 20.171039 0.058046
50 18.110856 12.119815 5.991041
55 16.377760 20.709838 4.332078
60 14.933513 18.269774 3.336261
65 13.711458 18.450887 4.739429
70 12.663982 14513552 1.849570
75 11.756170 13.513885 1.757715
80 10.961834 12.005794 1.043960
85 10.260949 11.873348 1.612399
90 9.637941 10.489407 0.851466
95 9.080512 10.106495 1.025983
100 8.578827 9.283448 0.704621
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Como puede verse, el comportamiento del sesgo estimado coincide con la expre-
sion tedrica, en lo que se refiere a su dependencia del tamafio muestral, n.

También la rapida disminucion observadapara BYr B YR parece concordar
con e orden O n 2 hallado tebricamente. Una gréfica de estos valores se muestra
en la Figura 2.

80 +
70 +

60 +
50 +

40 +
30 +
20 1
10 1

B VR B; VR

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura2. Sesgo estimado y su diferencia con e terminoorden O n 1 .

Con respecto a la comparacion entre el estimador de razon, Yr y € estimador
Y ¥l que no emplea informacion auxiliar, se tiene,

Teorema 3 S el tamano muestral es |o su cientemente grande para despreciar 10s
terminos de orden O n 2, entonces e estimador de razen, Yr es mas e ciente que
Y ¥lsi e coe ciente de correlaci en lineal, p veri ca,

1CV,y
2CV,

dondeCVy S, Y denotael cuasicoe ciente de variaci en de', y analogo para X.
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Resultado que se obtiene inmediatamente sin méas que resolver en p lainecuacion,
1 f Y? Y 1 f
- —_ 2—S -

Observemos que la anterior condicion para p, suele verificarse cuando existe una
elevada correlacion entre las variables, con lo cual obtendremos mejores resultados
con el estimador de razbn que con la media muestral simple. Por supuesto, €llo
presenta el inconveniente del sesgo, aungque este puede ser reducido por algunos
procedimientos como el aumento del tamafio muestral, la aplicacion de técnicas de
tipo jackknife o la estimacion del sesgo, siendo referencias fundamentales para el
estudio de estas cuestiones, ademas de las citadas, Hansen, Hurwitz y Madow (1953),
Cochran (1993) y Hedayat y Sinha (1991).

También es interesante la comparacion con el estimador de regresion de la media,

Vmﬁ%Yﬁ

En este sentido, se verifica que si, como en el anterior resultado, despreciamos
los términos de orden O n ? , entonces siempre es méas eficiente e estimador de

regresion que e de razon, es decir, V Yres  V Yr . Véase Hedayat y Sinha (1991).

Finalmente afladiremos que tanto €l sesgo, como el error cuadrético medio y la
varianza de YR, pueden ser estimados mediante,

_ 1 f 1
BYr — ﬂsi =y

b3
ECMYe =1 < §§ zgsq,
g &g s

3.2. DisenoslPS

Para estos disefios, suponiendo tamafio de muestrafijo, n, setiene nX T X,
con lo cual, el estimador de razbn adopta la forma,
- 1_Y-
YR =Y X
ni mXi
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Es interesante observar que dicho estimador coincide con el estimador de Horvitz-
Thompson de la media, empleando X como variable auxiliar y probabilidades de
inclusion proporcionales a tamafio, siendo pues la estimacion insesgada. El estudio
de su varianza se redlizara por los métodos usuales. Por ejemplo, aplicando las
expresiones de Yates-Grundy-Sen, obtendremos,

<2 2
o X Yo Y,
VY T, — —
R 22, 4 [LINLLE 2 X;

<2 2
v X T Y Y,
VY Sy 4 3 1)
® 2rlzijzm TG XX

Asi, la varianza disminuye cuanto méas ajustada es la relacioén de proporcionalidad
entre las variables Y y X.

4. ESTRATEGIASINSESGADASY CUASI-INSESGADAS

En este apartado estudiaremos algunas combinaciones de disefio y estimador que
proporcionan estimaciones insesgadas o0 cuasi-insesgadas, es decir, con sesgo de orden
O n 2. Edas estrategias se basan, tanto en las particularidades del disefio muestral,
como en modificaciones introducidas en la expresion del estimador.

4.1. Estrategiainsesgada basada en el esquema de L ahiri-Midzuno

Lahiri (1951) y Midzuno (1952), independientemente, han descrito el esquema de
muestreo consistente en la seleccion de un elemento, i, con probabilidad proporcional
a su tamafio, es decir, pp X T X i U; ylasdeccion de n 1 elementos
adicionales mediante diseio MASN 1n 1 enU i . Laimportancia de este
esguema radica en el siguiente resultado,

Teorema 4 Bajo el diseno muestral originado por el esquema de Lahiri-Midzuno se
vericaque Yr ¥l fl X esun estimador insesgado de Y.

Demostracien: Estudiemos en primer lugar el diseflo muestral resultante. Su es-
pacio muestral esta formado por todas las muestras de tamafio n. Para calcular la
probabilidad, p m, de una muestradel disefio, m, consideremos m i1 2 in s
muestra ordenada con los mismos elementos de m. Se tiene entonces,

X, 1

pm N 1
TX n 110
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y parala muestra m serg,

Ei mxi 1

pmo 3 PM S W

m m

dondelanotacion m  m expresa que la suma se extiende a todas las muestras orde-
nadas, con los mismos elementos que la muestra m. Calculemos ahora la esperanza

de VR,

Para estudiar la varianza de esta estimacion, se pueden seguir varios caminos.
Uno de ellos se basa en la técnica de linealizacion, tomando los términos lineales del

desarrollo de Taylor deYr ~ §i i X enunentornode Y X,
_ - — - Y - _ _
VR X Y AV A X Y §iRE Y #

dondezy Y, RX; i m. Setiene pues,

_ 1
VYr  VH oo 3 W W Z z; 2
i
ZJC” Zi Zj
i)
siendo,
1
Cij Wﬂij TG T

Y s tenemos en cuenta que para e disefio que estamos considerando se verifica,
véase Fernandez y Mayor (1995),

_ N n X n 1

T N 1TXx N 1

- n 1 N nX Xj n 2 Do
W N I1IN2TX N 2 J



sustituyendo y desarrollando, se obtiene,

N Nono XX 11 XTX X TX .
i 2®@N 12 TX 2 N 2 J

De forma similar, empleando la expresion de Yates-Grundy-Sen para la varianza
estimada, se puede obtener una estimacion deV Yg .

Otra linea diferente para €l estudio de la varianza, sin emplear técnicas aproxima-
das, eslaintroducidapor Rao y Vijayan (1977). Estos autores consideran la siguiente
forma cuadréatica para expresar la varianza, obtenida mediante un calculo directo,

V Yr Z}OliiYi2 > > ai\Y;
i G

i

donde,
X 1 1
(oft — — (V)
' n2 ',\: mzi A m N2
X 1 1
(ol — — I U
o mzlj A m N2 :

Y aplicando los resultados cléasicos sobre estimacion insesgada de formas cua-
dréticas (véase por eiemplo Hedayat y Sinha (1991)), obtenemos directamente el
siguiente teorema,

Teorema 5 Todo estimador insesgado y no negativo de la anterior varianza, V YR,
adopta necesariamente la forma,

_ 1 Y v 2
V Yr — aij mXX; o o
2%% XX
veri cando los coe cientesla condici en de insesgadez,
Z_ouj mpm Qi i j u

mj

Como posibles eleccionesde ajj m , Raoy Vijayan (1977) sugieren las siguientes,

(@ ajj m  ajj T ij m
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) X XN 1 o
(b) aij m " m fmNnn 1 tyom

En Rao (1966, 1972), Lanke (1974), Rao y Vijayan (1977) y Hedayat y Sin-
ha (1991) pueden encontrarse resultados adicionales relacionados con esta linea.

4.2. Estrategiainsesgada basada en el estimador de Hartley-Ross

Esta estrategia utiliza como disefio muestral el aeatorio simple, MAS N n, en
combinacion con un estimador especia definido por Hartley y Ross (1954). Para
construir este estimador, consideremos previamente el siguiente estimador, heur stico,

de la media poblacional,
- 1Yo .
Y =Y X #X
R nizmxi

donde z; Y, X. Este estimador es sesgado ya que,

BY: E#X Y ZX ¥

siendo entonces N 1 sx N un estimador insesgado de dicho sesgo.

Podemos entonces, sin més que restar la estimacion insesgada del sesgo, construir
el siguiente estimador insesgado de Hartley y Ross para la media poblacional,

_ —_ N 1
YHR #X T
—_ nN 1
po
Nn 1 y

La varianza de este estimador, asi como su estimacién, adoptan formas muy com-
plicadas, lo que explica que €l estimador de Hartley-Ross no se haya popularizado.
Para su obtencion, Robson (1957) ha empleado el formalismo de «polykays» mul-

tivariantes, obteniendo una expresion de V Yur en funcion de medias simétricas
poblacionales, a partir de la cual, podemos obtener un estimador insesgado sin mas
que sustituir éstas por las correspondientes medias simétricas muestrales.

Es posible realizar una simplificacion suponiendo que la poblacion es infinita, en
Cuyo caso se obtiene, empleando la notacion usual,
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aproximacion obtenida también, independientemente, por Goodman y Hartley (1958).
Estos autores proporcionan ademas el siguiente resultado acerca de la comparacion

del estimador de Hartley y Ross y € estimador de razon usua, Yr ¥l £l X,

Teorema6 S seignoran losterminosdeorden O n 2y superior, € estimador YuRr

esmasecienteque el estimador Ygr ¥l Xl X si y solo si el coe ciente de regresi on,
B, entrelasvariablesY y X estamasproximoaZ queR Y X.EncasodeserZ R,
ambos estimadores son igual mente e cientes.

Observemos que la condicion propuesta en este teorema no es facil de verificar
en la practica, véase Sukhatme et al. (1984). Otras aportaciones relacionadas pueden
también consultarse en Ruiz y Santos (1989), y en Sahoo y Ruiz (1994).

4.3. Estrategiainsesgada basada en el estimador de Mickey

Una metodologia diferente, propuesta por Mickey (1959), se fundamenta en la
particion a azar de una muestra aleatoria simple, m, de tamafio n, en k grupos, cada
unoconl n kelementos. Denotando por my my my adichos grupos, se definen
entonces las cantidades,

yim m; Am m; i1 k

es decir, las medias de Y y X calculadas sobre las submuestras obtenidas omitiendo
en m, sucesivamente, |0s grupos ny Ny m.

A partir de las cantidades anteriores, definimos,

i }ﬂmmj_
¥k Am m;
] 1 k
kN n | bl
j j j A
VR Nl I
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gue nos sirven para construir €l estimador de Mickey,
. 1 k .
Y - J
Mo lem

cuya importancia radica en el siguiente resultado,
Teorema7 Yy esun estimador insesgado de la media poblacional.

Demostracion: Para probarlo, es suficiente demostrar que para cada j, ﬁ,’, esinses-
gado respecto a Y, para ello expresamos dichas cantidades en la forma,

- N n | yim m; NX n | fAm m
| = 0 S AL I . i
I N M m; Ay N n |
n |
N m e,

Por las propiedades del disefio muestra MAS N n , sabemos quequesi n |
unidades son seleccionadas al azar en m, las | unidades restantes forman una muestra
deatoria seleccionada mediante disesio MAS N n | | .

Asi pues, descomponiendo la esperanza en dos fases, la primera fase, E;, de
obtencion de | elementosdeentre N n |, supuesto que n | unidades ya han
sido seleccionadas; y la segunda fase, E, de seleccion de n | elementos a partir
de N, obtenemos,

EVl  EEW
N n I NY n |§m m n |
B2 N n | NS
E2Y Y

4.4, Estrategiascuasi-insesgadas

Ya hemos visto que e estimador de razon, Yr ¥l £ X, en combinacion con €l
disefio muestral aleatorio simple, da lugar a una estrategia sesgada, en el sentido de
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quelaestimacion 1o es, siendo € sesgo deorden O n 1 . Denominaremos estr ategias
cuasi-insesgadas a aquellas que siendo sesgadas, proporcionan estimaci ones con sesgo
deorden O n 2 o inferior.

Las estrategias de este tipo, que vamos a considerar, estan basadas en el disefio
muestral aleatorio ssimple, MAS N n, en combinacion con estimadores especiales,
usualmente construidos a partir del estimador Yr ¥l &l X, de formatal que €l sesgo
se reduzca en cierto orden de aproximacion.

Asi, € primer estimador que estudiamos se obtiene aplicando una técnica de

tipo jackknife, a estimador Yr ¥l Xl X. Para €llo, utilizaremos las cantidades
introducidas para construir el estimador de Mickey, y definiremos a partir de las
mismas el siguiente estimador,

o N nil_o N nk 1&_
Vo, —— KR jzlwk
Observemos que s N es muy elevado, de forma que,
N n | N 1

obtenemos la version simplificada,

o o k1X

Y; KYr szlyk
que coincide con laformade jackknife usual, tomandok n,y por tantol 1. Véase
Quenouille (1956).

Con respecto a los anteriores estimadores, se tiene el siguiente resultado sobre
su sesgo y error cuadréatico medio, cuya demostracion sigue la misma linea que la
realizada para el estimador de Mickey.

Teorema8 El sesgoy el error cuadratico medio del estimador Y veri can,

BY; On ?

=
—

Y? Y
_ 1f v Y 5
ECM Y, — g Y2§ 22Sy  On
y analogo paraY ;.
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Este resultado nos dice que, en aproximacion de primer orden, los estimadores Y ;
eY; son igualmente eficientes que Yr ¥l fl X. Véase Sukhatme et al. (1984).

Otras estrategias cuasi-insesgadas, basadas en disefio MAS N n , son las definidas
por los siguientes estimadores,

Estimador de De Pascual (1961),

o o bl
YDp YR {: 1 con Zi L
Estimador de Beale (1962),
1
- - 1 1 sy 1 1
Y Y1 - — 2 1 = = =
B 'R n N 5 n N £

1
n N

Todos estos estimadores poseen un sesgo de orden O n 2, y con respecto a su
eficiencia, se tiene el siguiente resultado,

Teorema 9 Los errores cuadraticos medios de los estimadores de Tin, Beale y De
Pascual veri can,

2 —
ECM Yt tt St %ﬁ z%sq, On?

—h

d
K

=2 —
ECM Vg I—2§ 2%% On?
X

—

_2 —
_ 1 Y Y
ECM Ypp e $ %i Zi&y On 2

Este teorema asegura que, en aproximacion de primer orden, los estimadores
de Tin, Bedle y De Pascua son iguamente eficientes que el estimador de razbn
Yr YA X,y quee estimador Yj.
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En las referencias citadas, y también en Williams (1961), Rao (1967), Rao y
Beegle (1967) y Rao y Rao (1971) se pueden encontrar comparaciones, tanto analiticas
como empiricas, entre estos estimadores. Algunas conclusiones que se desprenden de
estos estudios comparativos son,

1. Bajo el modelo de proporcionalidad directa considerado en el enfoque predic-
tivo, con funcion guia de la varianzav X; X, y tamafio muestral no muy

reducido, es preferible e empleo del estimador clasico de razon, Yr.

2. El sesgo de Yt es pequeiio, y su error cuadréatico medio es menor que para el
resto de los estimadores, salvo paraYg conv X X.

3. El estimador de Bedle, Y, no difiere sustancialmente de Yt salvo que n sea
muy pequefio.

4. Si lo importante es la reduccion del sesgo, y no necesariamente de error cua-
dréatico medio, Y3 y Yy han de ser preferidos al resto de los estimadores.

5. El estimador de Hartley-Ross, Yhr, puede no ser apropiado en ciertas circuns-
tancias, bajo el modelo de proporcionalidad directa considerado. Hartley y
Ross (1954), proponen para su estimador una modificacion basada en la parti-
cion en grupos de la muestra.

Ademas delasreferencias citadas, véanse también Sukhatmeet al. (1984), Rao (1988)
y Hedayat y Sinha (1991).

5. ESTIMADOR DE RAZON MULTIVARIANTE

El estimador derazon, Yr ¥l & X, bajo disefio muestral aleatorio simple, se ge-
neraliza, de maneranatural, al siguiente estimador derazen multivariante, propuesto
por Olkin (1958),

P X% P
Y W = WiYRi con Yri Xi
MR ﬁlz 1 )ﬂ iZ ITRi Ri i

2%\

siendo Xi1 X2 Xin; 1001 p, p variables auxiliares conocidas, relacionadas
con la variable de estudio, Y, con medias poblacionales respectivas X i 1 p,
y medias muestrales | i 1 p. Las cantidades w; son unos pesos que se deter-
minaran en relacion ala eficiencia del estimador.

130






