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zaci·on de informaci·on adicional en la estimaci·on de par·ametros de�nidos
sobre poblaciones �nitas, mediante el empleo de estimadores de raz ·on.
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presentan este tipo de estimaciones es la existencia de sesgo, lo que obliga
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1. INTRODUCCI ·ON

La utilización de información auxiliar es un recurso muy extendido en los diversos
ámbitos del muestreo en poblaciones finitas, siendo su principal objetivo la obtención
de estimaciones más acuradas.

En términos generales, podemos afirmar que la información auxiliar, generalmente
suministrada por una o más variables auxiliares, conocidas o controladas al menos
en cierto grado, puede ser aplicada en la fase de muestreo, en la fase de estimación
o en ambas.

Ası́, los diseños ΠPS y PPS, es decir, con probabilidades de inclusión o de selec-
ción de elementos, proporcionales al tamaño, utilizan probabilidades de selección de
elementos, que están afectadas por los valores de una variable auxiliar, X . También,
en el muestreo estratificado, se emplean variables auxiliares en cuestiones tales como
la afijación y la definición de estratos.

En este trabajo revisaremos diferentes formas de construir estimadores, con una
estructura matemática de tipo fraccional, y que utilicen en la forma más adecuada,
dicha información auxiliar, buscando la obtención de buenas estimaciones. Por su-
puesto, ello no va en detrimento de utilizar estos estimadores en combinación con
diseños muestrales que también incorporen información auxiliar como los mencio-
nados anteriormente. Una clasificación pormenorizada de éstas y otras formas de
empleo de la información auxiliar puede verse en Hedayat y Sinha (1991).

Este tipo de estimadores de raz·on resultan muy apropiados cuando se presenta
una relación aproximada de proporcionalidad directa entre la variable de estudio y
otras variables auxiliares. Estas relaciones aparecen con frecuencia en situaciones
reales. Por ejemplo, para estimar el contenido total de azúcares de un gran carga-
mento de naranjas, podemos utilizar la proporcionalidad existente entre el peso del
fruto y el de azúcares que contiene, empleando el muestreo para estimar el factor de
proporcionalidad. O para estimar el total de automóviles en una población, podemos
tener en cuenta la proporcionalidad aproximada, existente entre éstos y el número de
habitantes. De esta forma, la existencia de este tipo de relaciones puede ayudarnos a
obtener estimaciones más precisas, aunque como veremos, con la contrapartida de la
aparición de sesgos en las mismas.

Ası́, en la sección 2, iniciaremos el desarrollo de estas cuestiones estudiando lo que
denominamos soluciones heur·�sticas , basadas en considerar el parámetro a estimar
como una derivación de una expresión más compleja, sobre la cual se sustituyen ciertas
cantidades poblacionales por muestrales. Un estudio posterior permitirá calibrar si
hemos obtenido un estimador adecuado, y encontrar las mejores condiciones para su
aplicación.
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En la sección 3., enfocaremos nuestro estudio bajo la perspectiva de los modelos
de superpoblación, desarrollando la solución general obtenida para el caso de diseño
muestral aleatorio simple, MAS(N;n), y para el caso de diseños ΠPS, es decir, con
probabilidades de inclusión proporcionales al tamaño.

En la sección 4., se estudian varias estrategias insesgadas, basadas en el diseño
de Lahiri-Midzuno, y en el diseño MAS(N;n) combinado con estimadores especiales
como el de Hartley-Ross y el de Mickey. Estas estrategias presentan estimadores
de la varianza complicado, por lo que, en esta misma sección, introducimos varias
estrategias cuasi-insesgadas, con estimadores de la varianza más simples.

La sección 5., se dedica al estudio del estimador de razón multivariante, y la
sección 6., a las distintas formas de combinar el estimador de razón con la estructura
de estratos.

Finalmente, en la sección 7. estudiamos propiedades de optimalidad del estimador
de razón, bajo el modelo de superpoblación de proporcionalidad directa, exponiendo
los resultados clásicos sobre optimalidad de ciertas estrategias basadas en muestreo
intencional.

En lo que sigue, denotaremos por U a la población finita bajo estudio, siendo sus
elementos,

U = f1;2;3; : : : ;Ng
También denotaremos por Y una variable genérica, definida sobre U que asocia a cada
elemento, i 2U , un número real, Yi.

Supondremos que las estimaciones se realizan a partir de una muestra, m, obtenida
de la población mediante un determinado diseño muestral. En particular, emplearemos
frecuentemente el diseño muestral formado por todas las muestras posibles (en el
sentido de subconjuntos) de tamaño n, con distribución de probabilidad uniforme sobre
las mismas, al que denominamos dise �no muestral aleatorio simple, ya mencionado
previamente, y que denotaremos MAS(N;n).
2. SOLUCIONES HEUR·ISTICAS

Si suponemos que el parámetro a estimar es la media poblacional de la variable
Y ,

Y = 1
N ∑

i2U
Yi

111



y que X es una variable auxiliar perfectamente conocida para todos los elementos de
U , podemos considerar la expresión,

Y = Y

X
X = RX

a partir de la cual podemos definir, heur·�sticamente , el estimador,bY R = bRX

La forma final del estimador dependerá del diseño muestral utilizado. Por ejem-
plo, si la muestra se obtiene mediante diseño muestral aleatorio simple, MAS(N;n),
podemos estimar R por la razón de medias muestrales, obteniendo,bY R = fly

flx
X

Obviamente, la eficiencia de este estimador depende en gran medida de la relación
existente entre las variables Y y X , siendo el caso más favorable aquel en el que
existe una relación aproximada de proporcionalidad entre la variable de estudio y la
variable auxiliar. Gráficamente ello significa una nube de puntos concentrada en las
proximidades de una lı́nea recta que pasa por el origen. Véase la Figura 1.
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Figura 1. Relación de proporcionalidad aproximada entre dos variables.
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El caso ideal, aunque utópico, se darı́a cuando la proporcionalidad entre las va-

riables es exacta. En tal caso V [bY R] = 0, y la estimación coincide con el verdadero
valor. En general, y suponiendo diseño MAS(N;n), basta aplicar las expresiones
usuales para la varianza aproximada de la razón, y su estimación, véase Fernández y
Mayor (1995), para obtener inmediatamente las conocidas expresiones,

V [bY R] � 1� f
n

�
S2

y +R2S2
x �2RSxy

�bV [bY R] = 1� f
n

�
s2

y + bR2s2
x �2bRsxy

�
donde S2

y , S2
x , Sxy denotan cuasivarianzas y cuasicovarianza poblacionales, y s2

y , s2
x ,

sxy las correspondientes muestrales. También denotamos f = n=N.

Es interesante observar que la solución obtenida heurı́sticamente volverá a aparecer
al aplicar el enfoque predictivo, por lo que pospondremos para más adelante un estudio
en profundidad de esta solución, en lo que se refiere al tratamiento del sesgo y del
error cuadrático medio.

También es necesario resaltar que, en el enfoque heurı́stico se está empleando,
aunque no a priori o de una forma manifiesta, la existencia de una relación aproximada
de proporcionalidad directa, entre las variables Y y X , y en este sentido, hemos de
recordar los trabajos pioneros de algunos cientı́ficos, en el campo de la demografı́a,
que han utilizado esta idea.

Ası́, son clásicos los estudios del inglés John Graunt sobre la estimación del
número de habitantes de Londres. Sus resultados se publicaron en el famoso tra-
bajo Natural and Political Observations made upon the Bills of Mortality, aparecido
en 1662. En este estudio, Graunt investigó un conjunto de familias pertenecientes a
determinadas parroquias de la ciudad de Londres, donde los registros resultaban fia-
bles, y observó que habı́a un promedio de tres fallecimientos anuales en 11 familias,
siendo la cantidad total de fallecimientos por año en esta ciudad de aproximadamente
de 13000. De este forma, Graunt concluyó que el número de familias era de 48000, y
suponiendo un tamaño medio familiar de 8, estimó en 384000 el número de habitantes
de la ciudad.

Como puede observarse, en estos cálculos está implı́cito un modelo de proporcio-
nalidad entre el número de fallecimientos y el de familias y también entre el número
de éstas y el de habitantes. También hay que notar como Graunt no realizó ningún
estudio adicional encaminado a cuantificar los posibles errores cometidos. Véanse
Chang (1976) y Hald (1990) para un estudio pormenorizado del trabajo de Graunt.

Otro precedente histórico de gran relevancia lo constituyen los estudios sobre
la población de Francia, llevados a cabo por Laplace, y cuyos primeros resultados
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aparecieron en 1786. Sus métodos de muestreo y estimación fueron similares a
los empleados por Graunt, pero el cientı́fico francés vio la necesidad de tener en
cuenta de alguna forma la precisión de los resultados obtenidos, tanto en su control,
seleccionando una muestra de calidad, como en su medición.

A partir de una muestra, Laplace estimó la población total del paı́s utilizando
una estimación de razón, empleando los nacimientos ocurridos el año precente como
variable auxiliar. Adicionalmente, calculó la distribución de la diferencia entre el
verdadero valor y el estimado, aproximando esta distribución por una normal. Sus
métodos y resultados aparecieron en la clásica obra Th·eorie Analytique des Probabi-
lit·es, publicada en 1812. Véase Cochran (1978) y Chang (1976).

3. MODELO DE SUPERPOBLACI ·ON DE PROPORCIONALIDAD DIRECTA

El enfoque considerado en el apartado anterior, que denominamos heur·�stico , en
cierto modo se contrapone, metodológicamente, al que vamos a considerar ahora,
más formal, y denominado enfoque predictivo. Este enfoque se basa en suponer un
«modelo» o relación funcional entre la variable de estudio, Y , y la variable auxiliar,
X , de la forma Y = f (X). Si f (�) fuera conocida completamente, el conocimiento de
X nos llevarı́a al de Y y por tanto al de cualquier parámetro θ(Y ).

Usualmente, f (�) es desconocida y su determinación sólo puede realizarse de un
modo aproximado, a partir del conocimiento de la variable X , y de la información
suministrada por el estadı́stico, f(Xi;Yi) j i 2 mg

Con dicha información, buscaremos la función bf (�) que «mejor» explique la re-
lación observada y que denominaremos funci·on predictora.

En este sentido, es muy importante realizar estudios exploratorios de los datos
muestrales, por ejemplo dibujando la nube de puntos, que proporcionen indicios
sobre las pautas que relacionan X con Y . Véase Fernández y Mayor (1995).

El siguiente paso será estimar θ(Y ) mediante θ(bY ), siendo bYi; i 2 U los valo-
res aproximados a los verdaderos valores Yi; i 2U , proporcionados por la función
predictora bf (�), es decir, bYi = bf (Xi) i 2U

Por ejemplo, para un parámetro lineal del tipo θ(Y ) = ∑i2U aiYi se tendrá,

θ(Y ) = ∑
i2U

aiYi = ∑
i2U

aibYi + ∑
i2U

ai(Yi� bYi)
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cuyo primer sumando es conocido, y el segundo es desconocido, siendo función del
error de estimación de f (�). Si es posible despreciar este segundo sumando, entonces
podemos dar como estimador, bθ1(Y ) = ∑

i2U
aibYi

en otro caso, podemos estimarlo, por ejemplo mediante el estimador de Horvitz-
Thompson, obteniendo el estimador alternativo,bθ2 = ∑

i2U

aibYi + ∑
i2m

ai
Yi� bYi

πi

Es importante observar que en el enfoque predictivo se combinan dos procesos
estadı́sticos, el ajuste y la estimaci·on, dependiendo la bondad de las estimaciones de
numerosos factores entre los que destacamos la habilidad en la conjunción de ambos
procesos, la bondad del ajuste realizado y la estructura de la población en lo que atañe
a las variables involucradas.

Con el fin de obtener el estimador de razón a partir del enfoque predictivo, vamos a
suponer que la población, en relación a la variable de estudio, Y , y la variable auxiliar,
X , posee el siguiente modelo de superpoblación, de proporcionalidad directa,

Yi = βXi + εi

Es[εi] = 0

Vs[εi] = σ2v(Xi)
Es[εiε j] = 0; i 6= j

siendo v(�) una función conocida que marca la estructura de la varianza. Adicional-
mente, supondremos que X toma únicamente valores no negativos.

Notemos que si fuera posible observar la totalidad de los valores f(Xi;Yi) j i 2Ug,
como en el caso de un censo, podrı́amos obtener una estimación de β basándonos
en el teorema de Gauss-Markov generalizado dado por C.R. Rao (1965), mediante la
resolución del siguiente problema de minimización,

min
β

∑
i2U

(Yi�βXi)2

σ2 v(Xi)
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lo que proporcionarı́a, bβ = ∑i2U YiXi=v(Xi)
∑i2U X2

i =v(Xi)
Pero como sólo disponemos de la información suministrada por la muestra, utiliza-

remos el método de estimación propuesto por Kish y Frankel (1974) y Fuller (1975),
consistente en reemplazar la suma poblacional por una estimación muestral, y más
concretamente, si es la de Horvitz-Thompson, resolviendo el problema,

min
β

∑
i2m

(Yi�βXi)2

σ2v(Xi)πi

Para simplificar la solución del mismo, tomaremos v(x) = x, lo que representa una
situación muy general, en la cual la varianza en la superpoblación aumenta propor-
cionalmente al valor de la variable auxiliar (que ha de ser no negativa). Con esta
hipótesis, obtenemos, sin más que derivar, la siguiente ecuación normal,

∑
i2m

Yi�bβXi

πi
= 0

y la siguiente estimación de β, bβ = ∑i2m Yi=πi

∑i2m Xi=πi

Si ahora empleamos el estimador bθ2 para estimar la media poblacional, obtendre-
mos, bθ2 = ∑

i2U

bYi=N + ∑
i2m

Yi� bYi

Nπi
= ∑

i2U

bβXi=N + ∑
i2m

Yi�bβXi

Nπi
= bβX

4= bY R

donde el segundo sumando se ha anulado por la ecuación normal. Ası́ pues, hemos
obtenido el siguiente estimador de la media poblacional,bY R = ∑i2mYi=πi

∑i2m Xi=πi
X

caso particular del de Sánchez-Crespo (1980).
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El estudio de la varianza de bY R dependerá del diseño muestral que se emplee, y
en general, se puede realizar por los métodos usuales basados en aproximación lineal.

A continuación particularizaremos la solución obtenida, para el diseño muestral
aleatorio simple, MAS(N;n), y para los diseños ΠPS, esto es, con probabilidades de
inclusión de los elementos proporcionales a su valor de la variable auxiliar.

3.1. Dise �no MAS(N, n)

Al ser las probabilidades de inclusión de primer orden para este diseño muestral,
πi = n=N; 8i 2U , obtenemos el estimador,bY R = fly

flx
X

que coincide con el obtenido heurı́sticamente, y obviamente es, en general sesgado,
ya que,

B[bY R] = E[bY R]�Y = XE

�
fly
flx

��E[fly] = E[flx]E � fly
flx

��E[fly] =�Cov

�
flx; fly

flx

�
Con objeto de realizar un estudio cuantitativo de este sesgo, ası́ como del error

cuadrático medio y de la varianza, construiremos los valores,

δ fly = fly�Y

Y
δ flx = flx�X

X

que nos servirán, adoptando la lı́nea expuesta en David y Sukhatme (1974), para
definir las siguientes cantidades,

Bk[bY R] = Y E

"
2k�1

∑
i=0

(�δ flx)i(δ fly�δ flx)#
ECMk[bY R] = Y

2
E

"(δ fly�δ flx)2
2k�2

∑
i=0

(i+1)(�δ flx)i

#
con k � 1 entero. Estas cantidades serán utilizadas como aproximaciones del sesgo y
del error cuadrático medio, y con respecto a sus órdenes de aproximación se verifica
el resultado que exponemos a continuación.

Teorema 1 Bajo dise�no muestral MAS(N;n), y suponiendo que la media muestral de

X veri�ca flx� x0 > 0, se tiene para las cantidades Bk[bY R] y ECMk[bY R],
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���B[bY R]�Bk[bY R]��� �O(n�(k+1))���ECM[bY R]�ECMk[bY R]��� �O(n�(k+1))
Para un estudio pormenorizado de este resultado, y su demostración, véanse David

y Sukhatme (1974) y Sukhatme et al. (1984).

Tomando ahora k = 1, y teniendo en cuenta que entre el error cuadrático medio y
la varianza existe la relación,

ECM[bY R] =V [bY R]+�B[bY R]�2

se obtienen fácilmente las siguientes aproximaciones.

Teorema 2

B[bY R] = 1� f
n

�
Y

X
2 S2

x � 1

X
Sxy

�+O(n�2) = O(n�1)
ECM[bY R] = 1� f

n

 
S2

y + Y
2

X
2 S2

x �2
Y

X
Sxy

!+O(n�2) = O(n�1)
V [bY R] = 1� f

n

 
S2

y + Y
2

X
2 S2

x �2
Y

X
Sxy

!+O(n�2) = O(n�1)
El resultado anterior es importante por varias razones. Por una parte, nos dice

que el sesgo puede ser reducido incrementando el tamaño muestral.

Por otra parte, proporciona una expresión del sesgo, aproximada hasta el orden
O(n�2). Similares consideraciones se derivan para el error cuadrático medio y la
varianza.

Como una aplicación interesante, hemos realizado una comprobación empı́rica
del comportamiento del sesgo, utilizando una población construida artificialmente,
EXP1000, con N = 1000 elementos, para los cuales las variables Y y X están ligadas
por la relación,

Yi = 1000+10�Xi+3� εi; i = 1; : : : ;1000
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Los valores de Xi han sido generados de una distribución exponencial de media
µ = 200 y los de εi se han obtenido restando 50 a los valores generados a partir de
una distribución exponencial de media 50.

Para cada uno de los valores n = 10;15; : : : ;100 hemos simulado 500 veces un
muestreo aleatorio simple, MAS(1000;n), y para cada valor de n hemos tabulado el
t·ermino gu·�a del sesgo,

B1 = B1[bY R] = 1� f
n

�
Y

X
2 S2

x � 1

X
Sxy

�
ası́ como bB = bB[bY R] calculado promediando bY R�Y sobre las 500 simulaciones. Tam-
bién hemos tabulado la diferencia, en valor absoluto, entre ambas cantidades. De esta
forma hemos obtenido los resultados siguientes,

n B1 bB ���bB�B1

���
10 94.367097 79.384970 14.982127

15 62.593663 67.305330 4.711667

20 46.706946 50.874577 4.167631

25 37.174917 43.594316 6.419399

30 30.820230 26.349465 4.470765

35 26.281168 22.712932 3.568236

40 22.876871 20.871180 2.005691

45 20.229085 20.171039 0.058046

50 18.110856 12.119815 5.991041

55 16.377760 20.709838 4.332078

60 14.933513 18.269774 3.336261

65 13.711458 18.450887 4.739429

70 12.663982 14.513552 1.849570

75 11.756170 13.513885 1.757715

80 10.961834 12.005794 1.043960

85 10.260949 11.873348 1.612399

90 9.637941 10.489407 0.851466

95 9.080512 10.106495 1.025983

100 8.578827 9.283448 0.704621
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Como puede verse, el comportamiento del sesgo estimado coincide con la expre-
sión teórica, en lo que se refiere a su dependencia del tamaño muestral, n.

También la rápida disminución observada para jbB[bY R]�B1[bY R]j parece concordar
con el orden O(n�2) hallado teóricamente. Una gráfica de estos valores se muestra
en la Figura 2.

n
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10
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80 t t t t t t t t t td d d d d d d d d d

t bB[bY R]d jbB[bY R]�B1[bY R]j

Figura 2. Sesgo estimado y su diferencia con el término orden O(n�1).
Con respecto a la comparación entre el estimador de razón, bY R y el estimadorbY = fly, que no emplea información auxiliar, se tiene,

Teorema 3 Si el tama�no muestral es lo su�cientemente grande para despreciar los

t·erminos de orden O(n�2), entonces el estimador de raz·on, bY R es m·as e�ciente quebY = fly si el coe�ciente de correlaci ·on lineal, ρ veri�ca,

ρ > 1
2

CVx

CVy

donde CVy = Sy=Y denota el cuasicoe�ciente de variaci ·on de Y , y an·alogo para X.
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Resultado que se obtiene inmediatamente sin más que resolver en ρ la inecuación,

1� f
n

 
S2

y + Y
2

X
2 S2

x �2
Y

X
Sxy

!< 1� f
n

S2
y

Observemos que la anterior condición para ρ, suele verificarse cuando existe una
elevada correlación entre las variables, con lo cual obtendremos mejores resultados
con el estimador de razón que con la media muestral simple. Por supuesto, ello
presenta el inconveniente del sesgo, aunque este puede ser reducido por algunos
procedimientos como el aumento del tamaño muestral, la aplicación de técnicas de
tipo jackknife o la estimación del sesgo, siendo referencias fundamentales para el
estudio de estas cuestiones, además de las citadas, Hansen, Hurwitz y Madow (1953),
Cochran (1993) y Hedayat y Sinha (1991).

También es interesante la comparación con el estimador de regresión de la media,bY RG = fly+ sxy

s2
x
(X � flx)

En este sentido, se verifica que si, como en el anterior resultado, despreciamos
los términos de orden O(n�2), entonces siempre es más eficiente el estimador de

regresión que el de razón, es decir, V [bY RG]�V [bY R]. Véase Hedayat y Sinha (1991).

Finalmente añadiremos que tanto el sesgo, como el error cuadrático medio y la

varianza de bY R, pueden ser estimados mediante,bB[bY R] = 1� f
n

�
fly
flx2 s2

x � 1
flx
sxy

�[ECM[bY R] = 1� f
n

�
s2

y + fly2

flx2 s2
x �2

fly
flx
sxy

�bV [bY R] = 1� f
n

�
s2

y + fly2

flx2 s2
x �2

fly
flx
sxy

�
3.2. Dise �nos ΠΠΠPS

Para estos diseños, suponiendo tamaño de muestra fijo, n, se tiene πi = nXi=T (X),
con lo cual, el estimador de razón adopta la forma,bY R = 1

n ∑
i2m

Yi

Xi
X
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Es interesante observar que dicho estimador coincide con el estimador de Horvitz-
Thompson de la media, empleando X como variable auxiliar y probabilidades de
inclusión proporcionales al tamaño, siendo pues la estimación insesgada. El estudio
de su varianza se realizará por los métodos usuales. Por ejemplo, aplicando las
expresiones de Yates-Grundy-Sen, obtendremos,

V [bY R] =� X
2

2n2 ∑
i; j2U

(πi j�πiπ j)�Yi

Xi
� Yj

X j

�2bV [bY R] =� X
2

2n2 ∑
i; j2m

(πi j �πiπ j)
πi j

�
Yi

Xi
� Yj

X j

�2

Ası́, la varianza disminuye cuanto más ajustada es la relación de proporcionalidad
entre las variables Y y X .

4. ESTRATEGIAS INSESGADAS Y CUASI-INSESGADAS

En este apartado estudiaremos algunas combinaciones de diseño y estimador que
proporcionan estimaciones insesgadas o cuasi-insesgadas, es decir, con sesgo de orden
O(n�2). Estas estrategias se basan, tanto en las particularidades del diseño muestral,
como en modificaciones introducidas en la expresión del estimador.

4.1. Estrategia insesgada basada en el esquema de Lahiri-Midzuno

Lahiri (1951) y Midzuno (1952), independientemente, han descrito el esquema de
muestreo consistente en la selección de un elemento, i, con probabilidad proporcional
a su tamaño, es decir, pi = Xi=T (X); 8i 2 U ; y la selección de n� 1 elementos
adicionales mediante diseño MAS(N� 1;n� 1) en U �fig. La importancia de este
esquema radica en el siguiente resultado,

Teorema 4 Bajo el dise�no muestral originado por el esquema de Lahiri-Midzuno se

veri�ca que bY R = (fly=flx)X es un estimador insesgado de Y .

Demostraci·on: Estudiemos en primer lugar el diseño muestral resultante. Su es-
pacio muestral está formado por todas las muestras de tamaño n. Para calcular la
probabilidad, p(m), de una muestra del diseño, m, consideremos m� = ( j1; j2; : : : ; jn),
muestra ordenada con los mismos elementos de m. Se tiene entonces,

p(m�) = X j1

T (X) 1(n�1)!�N�1
n�1

�
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y para la muestra m será,

p(m) = ∑
m��m

p(m�) = ∑i2m Xi

T (X) 1�N�1
n�1

�
donde la notación m� �m expresa que la suma se extiende a todas las muestras orde-
nadas, con los mismos elementos que la muestra m. Calculemos ahora la esperanza

de bY R,

E[(fly=flx)X ] = ∑
m2M

p(m)(fly(m)=flx(m))X = 1
T (X) 1�N�1

n�1

� ∑
m2M

n flx(m)(fly(m)=flx(m))X= 1
N

1�N�1
n�1

� ∑
m2M

∑
i2m

Yi = 1
N

1�N�1
n�1

�T (Y )�N�1
n�1

�= Y �
Para estudiar la varianza de esta estimación, se pueden seguir varios caminos.

Uno de ellos se basa en la técnica de linealización, tomando los términos lineales del
desarrollo de Taylor de bY R = (fly=flx)X en un entorno de (Y ;X),bY R = fly

flx
X � Y +(fly�Y)� Y

X
(flx�X) = Y +(fly�R flx) = Y + flz

donde Zi = Yi�RXi; i 2 m. Se tiene pues,

V [bY R] �V [flz] =� 1
2n2 ∑

i; j2U
(πi j �πiπ j)(Zi�Z j)2= ∑

i; j2U
ci j(Zi�Z j)2

siendo,

ci j =� 1
2n2 (πi j�πiπ j)

Y si tenemos en cuenta que para el diseño que estamos considerando se verifica,
véase Fernández y Mayor (1995),

πi = N�n
N�1

Xi

T (X) + n�1
N�1

πi j = n�1
N�1

�
N�n
N�2

(Xi +X j)
T (X) + n�2

N�2

�
i 6= j
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sustituyendo y desarrollando, se obtiene,

ci j = N�n
2n2(N�1)2

�(N�n) XiX j(T (X))2 + (n�1)(1�Xi=T (X)�X j=T (X))
N�2

�
i 6= j

De forma similar, empleando la expresión de Yates-Grundy-Sen para la varianza

estimada, se puede obtener una estimación de V [bY R].
Otra lı́nea diferente para el estudio de la varianza, sin emplear técnicas aproxima-

das, es la introducida por Rao y Vijayan (1977). Estos autores consideran la siguiente
forma cuadrática para expresar la varianza, obtenida mediante un cálculo directo,

V [bY R] = ∑
i2U

αiiY
2
i +∑∑

i; j2U
i6= j

αi jYiYj

donde,

αii = X

n2
�N

n

�  ∑
m3i

1
flx(m)!� 1

N2 8 i 2U

αi j = X

n2
�N

n

�  ∑
m3i; j

1
flx(m)!� 1

N2 8 i 6= j 2U

Y aplicando los resultados clásicos sobre estimación insesgada de formas cua-
dráticas (véase por ejemplo Hedayat y Sinha (1991)), obtenemos directamente el
siguiente teorema,

Teorema 5 Todo estimador insesgado y no negativo de la anterior varianza, V [bY R],
adopta necesariamente la forma,bV [bY R] =�1

2 ∑∑
i; j2m

αi j(m)XiX j

�
Yi

Xi
� Yj

X j

�2

veri�cando los coe�cientes la condici ·on de insesgadez,

∑
m3i; j

αi j(m)p(m) = αi j 8 i 6= j 2U

Como posibles elecciones de αi j(m), Rao y Vijayan (1977) sugieren las siguientes,

(a) αi j(m) = αi j=πi j i; j 2m
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(b) αi j(m) = X
2

n2 flx2(m) � X(N�1)
flx(m)Nn(n�1) i; j 2 m

En Rao (1966, 1972), Lanke (1974), Rao y Vijayan (1977) y Hedayat y Sin-
ha (1991) pueden encontrarse resultados adicionales relacionados con esta lı́nea.

4.2. Estrategia insesgada basada en el estimador de Hartley-Ross

Esta estrategia utiliza como diseño muestral el aleatorio simple, MAS(N;n), en
combinación con un estimador especial definido por Hartley y Ross (1954). Para
construir este estimador, consideremos previamente el siguiente estimador, heur·�stico ,
de la media poblacional, bY 0R = 1

n ∑
i2m

Yi

Xi
X = flzX

donde Zi = Yi=Xi. Este estimador es sesgado ya que,

B[bY 0R] = E[flzX ]�Y = Z X �Y= Z X �Z X =�N�1
N

Szx

siendo entonces [�(N�1)szx=N] un estimador insesgado de dicho sesgo.

Podemos entonces, sin más que restar la estimación insesgada del sesgo, construir
el siguiente estimador insesgado de Hartley y Ross para la media poblacional,bY HR = flzX + N�1

N
szx= flzX + n(N�1)

N(n�1) (fly� flzflx)
La varianza de este estimador, ası́ como su estimación, adoptan formas muy com-

plicadas, lo que explica que el estimador de Hartley-Ross no se haya popularizado.
Para su obtención, Robson (1957) ha empleado el formalismo de «polykays» mul-

tivariantes, obteniendo una expresión de V [bY HR] en función de medias simétricas
poblacionales, a partir de la cual, podemos obtener un estimador insesgado sin más
que sustituir éstas por las correspondientes medias simétricas muestrales.

Es posible realizar una simplificación suponiendo que la población es infinita, en
cuyo caso se obtiene, empleando la notación usual,
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lim
N!∞

V [bY HR] = 1
n

�
σ2

y +Z
2σ2

x �2Zσxy

�+ 1
n(n�1) �σ2

z σ2
x +σ2

xz

�� 1
n

�
σ2

y +Z
2σ2

x �2Zσxy

�
aproximación obtenida también, independientemente, por Goodman y Hartley (1958).
Estos autores proporcionan además el siguiente resultado acerca de la comparación

del estimador de Hartley y Ross y el estimador de razón usual, bY R = (fly=flx)X ,

Teorema 6 Si se ignoran los t·erminos de orden O(n�2) y superior, el estimador bY HR

es m·as e�ciente que el estimador bY R = (fly=flx)X si y s·olo si el coe�ciente de regresi ·on,
β, entre las variables Y y X est·a m·as pr·oximo a Z que R =Y=X. En caso de ser Z = R,
ambos estimadores son igualmente e�cientes.

Observemos que la condición propuesta en este teorema no es fácil de verificar
en la práctica, véase Sukhatme et al. (1984). Otras aportaciones relacionadas pueden
también consultarse en Ruiz y Santos (1989), y en Sahoo y Ruiz (1994).

4.3. Estrategia insesgada basada en el estimador de Mickey

Una metodologı́a diferente, propuesta por Mickey (1959), se fundamenta en la
partición al azar de una muestra aleatoria simple, m, de tamaño n, en k grupos, cada
uno con l = n=k elementos. Denotando por m1;m2; : : : ;mk a dichos grupos, se definen
entonces las cantidades,

fly(m�m j); flx(m�m j) j = 1; : : : ;k
es decir, las medias de Y y X calculadas sobre las submuestras obtenidas omitiendo
en m, sucesivamente, los grupos m1;m2; : : : ;mk.

A partir de las cantidades anteriores, definimos,

fly( j)
R = fly(m�m j)

flx(m�m j) X

j = 1; : : : ;k
fly( j)
M = fly( j)

R + k(N�n+ l)
N

�
fly� fly( j)

R
flx

X

�
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que nos sirven para construir el estimador de Mickey,bY M = 1
k

k

∑
j=1

fly( j)
M

cuya importancia radica en el siguiente resultado,

Teorema 7 bY M es un estimador insesgado de la media poblacional.

Demostraci·on: Para probarlo, es suficiente demostrar que para cada j, fly( j)
M es inses-

gado respecto a Y , para ello expresamos dichas cantidades en la forma,

fly( j)
M = N� (n� l)

N

�
fly(m j)� fly(m�m j)

flx(m�m j) �flx(m j)� NX � (n� l) flx(m�m j)
N� (n� l) ��+n� l

N
fly(m�m j)

Por las propiedades del diseño muestral MAS(N;n), sabemos que que si (n� l)
unidades son seleccionadas al azar en m, las l unidades restantes forman una muestra
aleatoria seleccionada mediante diseño MAS(N� (n� l); l).

Ası́ pues, descomponiendo la esperanza en dos fases, la primera fase, E1, de
obtención de l elementos de entre N� (n� l), supuesto que (n� l) unidades ya han
sido seleccionadas; y la segunda fase, E2, de selección de (n� l) elementos a partir
de N, obtenemos,

E[fly( j)
M ] = E2E1[fly( j)

M ]= E2

�
N� (n� l)

N

�
NY � (n� l) fly(m�m j)

N� (n� l) �+ n� l
N

fly(m�m j)�= E2
�
Y
�= Y �

4.4. Estrategias cuasi-insesgadas

Ya hemos visto que el estimador de razón, bY R = (fly=flx)X , en combinación con el
diseño muestral aleatorio simple, da lugar a una estrategia sesgada, en el sentido de
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que la estimación lo es, siendo el sesgo de orden O(n�1). Denominaremos estrategias
cuasi-insesgadas a aquellas que siendo sesgadas, proporcionan estimaciones con sesgo
de orden O(n�2) o inferior.

Las estrategias de este tipo, que vamos a considerar, están basadas en el diseño
muestral aleatorio simple, MAS(N;n), en combinación con estimadores especiales,

usualmente construidos a partir del estimador bY R = (fly=flx)X , de forma tal que el sesgo
se reduzca en cierto orden de aproximación.

Ası́, el primer estimador que estudiamos se obtiene aplicando una técnica de

tipo jackknife, al estimador bY R = (fly=flx)X . Para ello, utilizaremos las cantidades
introducidas para construir el estimador de Mickey, y definiremos a partir de las
mismas el siguiente estimador,bY J = N�n+ l

N
kbY R� N�n

N
k�1

k

k

∑
j=1

fly( j)
R

Observemos que si N es muy elevado, de forma que,(N�n+ l)=N � 1(N�n)=N � 1

obtenemos la versión simplificada,bY 0J = kbY R� k�1
k

k

∑
j=1

fly( j)
R

que coincide con la forma de jackknife usual, tomando k = n, y por tanto l = 1. Véase
Quenouille (1956).

Con respecto a los anteriores estimadores, se tiene el siguiente resultado sobre
su sesgo y error cuadrático medio, cuya demostración sigue la misma lı́nea que la
realizada para el estimador de Mickey.

Teorema 8 El sesgo y el error cuadr·atico medio del estimador bY J veri�can,

B[bY J] = O(n�2)
ECM[bY J] = 1� f

n

 
S2

y + Y
2

X
2 S2

x �2
Y

X
Sxy

!+O(n�2)
y an·alogo para bY 0J .
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Este resultado nos dice que, en aproximación de primer orden, los estimadores bY J

e bY 0J son igualmente eficientes que bY R = (fly=flx)X . Véase Sukhatme et al. (1984).

Otras estrategias cuasi-insesgadas, basadas en diseño MAS(N;n), son las definidas
por los siguientes estimadores,� Estimador de De Pascual (1961),bY DP = bY R + fly� flz flx

n�1
con Zi = Yi

Xi� Estimador de Beale (1962),bY B = bY R

�
1+�1

n
� 1

N

�
sxy

flxfly

��
1+�1

n
� 1

N

�
s2

x

flx2

��1� Estimador de Tin (1965),bY T = bY R

�
1��1

n
� 1

N

��
s2

x

flx2 � sxy

flx fly

��
Todos estos estimadores poseen un sesgo de orden O(n�2), y con respecto a su

eficiencia, se tiene el siguiente resultado,

Teorema 9 Los errores cuadr·aticos medios de los estimadores de Tin, Beale y De
Pascual veri�can,

ECM[bY T ] = 1� f
n

 
S2

y + Y
2

X
2 S2

x �2
Y

X
Sxy

!+O(n�2)
ECM[bY B] = 1� f

n

 
S2

y + Y
2

X
2 S2

x �2
Y

X
Sxy

!+O(n�2)
ECM[bY DP] = 1� f

n

 
S2

y + Y
2

X
2 S2

x �2
Y

X
Sxy

!+O(n�2)
Este teorema asegura que, en aproximación de primer orden, los estimadores

de Tin, Beale y De Pascual son igualmente eficientes que el estimador de razónbY R = (fly=flx)X , y que el estimador bY J .
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En las referencias citadas, y también en Williams (1961), Rao (1967), Rao y
Beegle (1967) y Rao y Rao (1971) se pueden encontrar comparaciones, tanto analı́ticas
como empı́ricas, entre estos estimadores. Algunas conclusiones que se desprenden de
estos estudios comparativos son,

1. Bajo el modelo de proporcionalidad directa considerado en el enfoque predic-
tivo, con función guı́a de la varianza v(Xi) = Xi, y tamaño muestral no muy

reducido, es preferible el empleo del estimador clásico de razón, bY R.

2. El sesgo de bY T es pequeño, y su error cuadrático medio es menor que para el

resto de los estimadores, salvo para bY R con v(Xi) = Xi.

3. El estimador de Beale, bY B, no difiere sustancialmente de bY T salvo que n sea
muy pequeño.

4. Si lo importante es la reducción del sesgo, y no necesariamente de error cua-

drático medio, bY J y bY M han de ser preferidos al resto de los estimadores.

5. El estimador de Hartley-Ross, bY HR, puede no ser apropiado en ciertas circuns-
tancias, bajo el modelo de proporcionalidad directa considerado. Hartley y
Ross (1954), proponen para su estimador una modificación basada en la parti-
ción en grupos de la muestra.

Además de las referencias citadas, véanse también Sukhatme et al. (1984), Rao (1988)
y Hedayat y Sinha (1991).

5. ESTIMADOR DE RAZ ·ON MULTIVARIANTE

El estimador de razón, bY R = (fly=flx)X , bajo diseño muestral aleatorio simple, se ge-
neraliza, de manera natural, al siguiente estimador de raz·on multivariante, propuesto
por Olkin (1958),bY MR = fly

p

∑
i=1

wi
X i

flxi
= p

∑
i=1

wi
bY Ri con bY Ri = fly

flxi
X i

siendo Xi1;Xi2; : : : ;XiN ; i = 1; : : : ; p, p variables auxiliares conocidas, relacionadas
con la variable de estudio, Y , con medias poblacionales respectivas X i; i = 1; : : : ; p,
y medias muestrales flxi; i = 1; : : : ; p. Las cantidades wi son unos pesos que se deter-
minarán en relación a la eficiencia del estimador.
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