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1. INTRODUCCION

Sea una poblacion constituida por un nimero desconocido K de clusters. Existe una
gran cantidad de trabajos en la literatura estadistica sobre los métodos de estimacion
del nimero de clusters, pero la mayoria han sido desarrollados en torno a la idea de
que las probabilidades de observacion de los diferentes clusters son iguales. Ver, por
giemplo, Lewontin y Prout (1956), Darroch (1958), Harris (1968), Johnson y Kotz
(1977), Marchand y Schroeck (1982) Darroch y Ratcliff (1980), Holst (1981) y Esty
(1985).

Existe un concepto que esta muy ligado con el de nimeros de clusters de una pobla-
cion, que es el cubrimiento muestral. Se define como la suma de las probabilidades de
los clusters observados en una muestra. En el caso de clusters igualmente probables,
el cubrimiento viene dado por € nimero de clusters observados en una muestra, D,
dividido por el nimero de clusters que constituyen la poblacion, K. Darroch y Ratcliff
(1980) utilizaron exactamente la idea del cubrimiento muestral para estimar K.

Ahora bien, considerar la hipotesis de que las probabilidades de los distintos clusters
son iguales es, en principio, un caso muy particular y poco frecuente, ya que poblacio-
nes con clusters constituidos por una misma cantidad de elementos es practicamente
imposible. Por gjemplo, no existe una misma cantidad de animales para cada especie
en un ecosistema; no se repite con la misma frecuencia cada una de las diferentes
palabras que constituyen un texto; no se acuiia la misma cantidad de las distintas
monedas utilizadas en un pais durante un centenario, etc.

La mayoria de los trabajos realizados para poblaciones heterogéneas (es decir, cons-
tituidos por clusters no equiprobables) adoptan un enfoque paramétrico. Por emplo,
Fisher, Corbet y Williams (1943) asumen que para cada cluster, el nUmero de observa
ciones en la muestra se distribuye segin una distribucion de Poisson, y €l parametro
de dicha distribucion se asume que sigue una distribucibn Gamma. Muchos otros
articulos sobre modelos de abundancia de especies en un ecosistema también ha-
cen consideraciones paramétricas. Ver, por gemplo, McNeil (1973), Engen (1978),
Efron y Thisted (1976). Esty (1985) estima el nUmero de clusters en una poblacion
heterogénea mediante €l concepto de cubrimiento muestral, aunque bajo un modelo
paramétrico. Chao y Shen-Ming Lee (1992) propone una técnica de estimacion no pa-
ramétrica, utilizando también laidea del cubrimiento muestral. Pero hay que subrayar
gue ninguno de los autores mencionados, como si hacen algunos autores en el caso
equiprobable, estudian cué es la distribucion asintética del estimador que proponen.

La propuesta de este art-culo esjustamente el estudio dela distribucien asintetica de un
estimador para K. Aungue el estimador que aqu- se propone es sesgado, o importante
es subrayar la tecnica empleada para llegar a dicha distribucien, la cual puede ser
utilizada preximamente para otros estimadores.
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Por tanto, considérese una poblacion cerrada en la cual las observaciones estan agru-
padas en K clusters. El significado de cerrada hace alusibn a que durante el estudio
no se producen entradas o salidas de los clusters existentes. A partir de la infor-
macion obtenida de una muestra aleatoria de tamafio n se propone en € apartado
2 un estimador natural-sesgado para K, K. El célculo de su esperanza matemética
va a ser importante para calculos posteriores. Ver el apartado 2.1. Justamente es
el apartado 3 €l de gran interés. Se estudia la distribucién asintotica del estimador
propuesto, aplicando un método de Holst (1979). Se pruebaque el estimador se distri-
buye asintoticamente como una normal. En el Gltimo apartado se presenta un estudio
realizado por ssimulacion para el estimador propuesto. Ademés se da un gemplo para
un conjunto de datos reales, el cual han sido aplicado por otros autores. A la vista
de los resultados se proponen técnicas de reduccion del sesgo del estimador.

2. UN ESTIMADOR NATURAL SESGADO

Aslimase que una muestra al eatoria de tamafio n con reemplazamiento ha sido extraida
de la poblacion, la cual esta formada por K clusters. La probabilidad de observar €l
K

cluser jesp; 0O,conj 1 Kyij 1
j1
Un estimador natural, sesgado y que bajo-estimaK cuando éste es grande con respecto
K

anes K % 1j, donde
!

| 1 s el cluster j es observado en la muestra.
) 0 en otro caso.

2.1. Momentosdel estimador natural

Son presentados a continuacion los operadores esperanzay varianza del estimador K.
El segundo no tiene mas interés que saber cuél es lavarianza del estimador propuesto.
En cambio el primero es de gran importancia por su utilizacion en el célculo de la
distribucion asintotica de K.
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2.1.1. Laesperanzade K

Teorema. La esperanza del estimador natural K viene expresada por

0

K
EK K 1 p" K 1 e* dF x
le 0
siendo F x unafuncien de distribucien.

Demostracion. Se tiene que:

1)

K K K
EK E I pli 1 1 pli 0 K 1 p"
lel Z1 : jzl : le :

i
A continuacion se demuestra que (1) se puede expresar como:

0

K 1 e* dF x
0

siendo F x una funcion de distribucion, dada en la demostracion.

El interés que tiene dicha expresion es su utilizacion en el célculo de la distribucion
asintotica
Considérese la expresion:

K K
1 1 p" 1 e
J'Zl J le

K
1 e
P

K
donde 0 p; ly ; pj 1. Ver @ articulo de Harris (1968) donde se utiliza
i

K
esta expresion, y demostrando que E K Z 1 e ™ | Paraélo se aplica €
j 1

siguiente lema.

> a
- a
sup % entonces -  ——. Entoncesse
i b

b Zbi

Lema. Sa b O i 12 y

ol

420



tiene que:

K K
1 1 pjn 1 e P
le le e™ 1 pi" e™ 1 pn
sup !
< o o1 e ™) 1 em

i1
donde p es justamente una de las p;’s donde se al canza dicho supremo.

2
np
Como 1 p" €191l p e " 7 entonces

np?
np—r_
e™ 1 pn em e "2

1 e 1 e 1 e

2
e™ 1 e 't

Considérese dos casos posibles para p: cuando p 1 ny cuando p 1 n
n— co en ambos casos).

. 1
Sp — entonces

e "p 1pn e np eﬁ

1 ev 1 em™ 1 g n

quetiende a cero cuandon — . Por consiguiente, y teniendo en cuentalaexpresion
de partida, se tiene que:

K K
(2) 1 1 Pj n 1 e P
2 2

. 1 -
S p — considérese

np? np &
1 p" @lwlp em T g " 2ix 0 x p
Entonces:
np np?
em™ 1 pn e ¢ 21 1 n?2
1 e 1 e

1 e
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Llamando h, p a esta (ltima expresion, calculando la funcién derivada e igualando
a cero, se obtiene:

n? p? n22 n? p?
ne™ 1 e2 ni? e hp _pzem 1 e
h 2 n 1
h P 1 e 2 1 e np 2
n2p2 n2p2
e 1 e n1? pehp ne™ 1 e n1?2 1 P
1 emw? 1 enmp?
2 12
n‘p n=p
e 1 em n_2p 5€2 7 2 @M 1 e2n1? pemp
2 n 1
1 enp? 1 e np?2
ﬁ 2 n? p?
new 1 ez n1? e 1 enp n“2p 282ﬁ12
2 n 1
5 0
1 emp
n2 p2
Dividiendo por ne "y sacando factor comiin a2 17,
n2 p2 n
1 en1?2 1 p— 1 M 0

no1°?
Tomando logaritmos,

n? p? n
——— logl p— 1 e™ 0
2 n 1°? n 1°2

Como el segundo sumando se puede aproximar por
n
—_—s 1 e™
PR 12

haciendologl p p p?2 p°3 p O p, entonces

n? p? n
p— 1 e" o0
n 1°2

2 n 12
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2.2
Asi, p% 1 e n_ipz que es equivalente a decir
n 1 2 n 1

np
1 e np L
2
Al resolver dicha ecuacion computacionalmente se obtiene que el maximo de h, p

esp 1 6 n. Porconsiguiente,

256
e 16 1 g2 12

hn 0 cuando n— o

16
n 1 el6

De esta manera se llega a la misma conclusion que (2), es decir,

K K
1 1 p; n 1 e
le le
Con esto,
K
E K 1 e "Pi
2,

Supongase ahora que cuando K y n tiende a infinito, con las p;’s distintas, la distri-
bucion empirica de np1 npz npk, definida como

1K
Fn x Rjzllnpj X

converge en probabilidadaF x sobre 0 « . | A eslaconocidafuncion indicadora.
Entonces, se tiene que

K [oe] 00

E K z 1 e*dFx K 1 e* dF x
o 0

Se define X; como una variable aleatoria que indica el nimero de veces que se ha
observado €l cluster j en la muestra, con j 1 K; y considérese € siguiente
lema de Holst (1979).
Lema. P xp X1 X2 X2 Xk Xk P Y. X1 Yo X Yk
K
Xk Zle n ,donde Y, sonvariablesaleatoriasindependientesde Poisson con
i

media np;.
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Entonces:

K K K
E K E I X 0 E IY] 0 Prob Y; 0
le le JZ 1

> 1 ProblY; 0
j 1

K K [
1 e "Pi Z 1 e "™ dF x
10

o

[ee]

K 1 e "™ dF x
0

justamente o que se quer-a demostrar.

2.1.2. Lavarianzade K

Se tiene que:
var K EK?2 E?K

La esperanza de K ha sido calculada anteriormente. Ahora queda por determinar
quién es E K2 .

K K K K
E K? pli I 1 pli 1 plL 1 pljol 1
le|21 : jzllzl : J

Comopl; 1 1 plj 0 1 1 p;" ylaprobabilidadde elegir el cluster
joe clusterl esp; p j |, entonces

pli 1 o I, 1 1 1 p p" j 1
Perosi | j,entonces, 17 1 I 1 I 1,y
p i 1 o | 1 1 1 p"

Por consiguiente:

K
E K2 Ky ph 1
1
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2K1K§1p|“ KK 1 Y5 1 p p'"
1

K22K 1 S 1 n > 1 i n
|Zl P lelzl P P
j o

Por tanto,
K
var K K2 2K 121p|”
1

2

K K 1 - N K K L n
lelzl Pji B le Pj
i

K K K
K2 2K 1 1 p" 1 pi p"
LR 2 tRP
il
2 - n ? - n
K 1 pj 2KS 1 p;
et g
K K K K 2
1 p" 1 p p" 1 p"
P DD L PR
il

Hay que notar que dicha expresion coincide por la dada por McNeil (1973).

3. DISTRIBUCION ASINTOTICA

A continuacion se prueba la normalidad asint6tica de K mediante el método de Holst
(1979) (ver también Esty (1985)).

Teorema. La distribucion asintetica dela expresion
K12 K EK
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converge a una distribucien normal de media cero y varianza of, la cual esta dada en
la demostracion.

Demostracion.  Notese que K K Np, donde Ny es una variable aleatoria que
indica el nimero de clusters no observados en la muestra que se define como N

K

Z I Xj 0 yE Np, utilizando la variable aleatoria indicatriz

!

1 s el cluster j ocurre i veces en la muestra.

3) ZJ_i n
0 en otro caso.

K
esiguda’y 1 p ", Entonces:
j1

K K
K EK K K 1 pj” No 1 p
P P
Sea:

Se define )
z fx, M K
v le

Obsérvese que s M es todo K,

K K K
Z Zy ZfXj lej 1pjn No Zl pjn
! I 1

K
Ahora, €l problema consiste en encontrar |a distribucion asintotica de Z Z fX.

Para €ello se va a seguir el método de Holst (1979), demostrando que Ia funC|0n
caracteristica de

K
K12 N 1 p"
2
converge a una distribucion normal de media cero y varianza 0%, dada en la demos-

tracion. Para ello se prueba primero a continuacion cua es la distribucion asintética
dekK 12z,

Considérese de nuevo el lema enunciado en € apartado anterior:

K
PX1 x1 X2 X X % P Y1 yiYe y Y % Y Yion
j 1
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donde Y; son variables aleatorias independientes de Poisson con media np;.
tonces:
M M
12y X 12y fY
jsK le jsK le
E € E € >Yi on M K

j1

Considérese ahora el siguiente lema de Holst (1979).

Lema. SS U V esunvector bidimensional conU entero, entonces

. 1 m . .
E €S E uU n isv
€U n U - € du
Entonces,
M
12y X
E % le in n
j 1
K . 12K
1 - Z Yj npj isK Zij
E e ! I du
K
21P ZY,— n
i1
K K
Ahora bien, como E ZY,— anj nyn e™ 2nnn", entonces
1 1

n n" 1
P %Yj n e" — —
i e 2m1tnn" 21N

Haciendo €l cambio de variablet u n,

12%fXj
E ox 11 inn
j 1
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donde

Ahora,

1

21T mint?2

h2n t

K

M
it 2 itn 1 ZZ Yi np; isK 1 22 £y
J 1

e
it 2

K M
it 2 itn 122 Yj np; isK 122 £y
-1 -1

e

1int 2

1
Hn S —
21T mnt?2

hln S t h2nt dt

hin s t IﬂLE gtn 12Yj npj sk 121,
J

K ; 12
hon s t D E &Y npjn
j 1

[ . m
gtn 12 m npj o np; npj

K
|
lemO m

ml

L 12 m
o €N np;

K G 12
e itn pje np;j Z -
m 0 mi!
K G 12 jtn 12
U e itn Pig NP enpjé
npj eitn 124

K
u eitn12|oje
j 1

K

o 12
. n ; pj e|tn 1
gitnt? ; pjej 1

j 1
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Comoé"*® 1 it A t22n 0n, entonces

K K
itn 12 % Pj n% pjl it n t?2n 1
hon t e M1 el M1
K K K
itn 12 % pj n % pjitn 12 n % pj t% 2n
o pfre i fre j 1

g pj t% 2n
el M1

Considerando hy, s t , setiene:

M G 12 12 M
hin s t I_I E € Yj npj isK Y I_ng st
] 1 J
donde
gj s t E eitn 12 Yj npj isK 12¢ Yj

E din 2 np ik 121y 0 gk 221"

Ahorabien, €l primer factor esigua a

E &in 12 Y np ik P21y 0

g itn 12p; ik 126 np;

. 12 R
Ho 12 © Nnpj A
g itn Pig NPj F; | 1
0 R!
: : . in 12

e Mg itn 12p, g 2 4 g itn 12pje npj ghpj e’

El primer sumando se puede poner de la forma:

nt? p? &
i 1 jtn ! 2p: J ; 12
e " itn =%p; —— isK K
s ts
i jsK 12 _ 1
e IK T X " 0K
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Y e segundo sumando se puede escribir recordando el desarrollo de hy, t , como

e pj2'[2

Por consiguiente,

E dtn 2 Y npj ik 121y 0
& ts 2
npi i 12 = ) pj 2t 1
e "M isK >k mizxiz "Pi e " 0 K
El segundo factor, teniendo en cuenta que
1 pj n eIogl p;j " e npj
eisKlzl pjn 1 isK 1Zenpj iKeanj OKl
De esta forma,
gj st e P2°¢
& ts
pi 2t24 np; 12 > .
1 ePiste ™ isK K n12K12np’
1 isK 12e iKeZ”PJ okK'?!
HaciendoePi 2t 1 0 p;t2,
gjst e Pzt 1 jsK 12¢ P iKeznpj e "PijKsK 12
SN ts
> e NP i o 2np; 1
we ™ izize e e i 2K
e P2t q ﬁe 2np; ﬁe npp ISOP; o np
2K 2K nl 2K1?2
Por tanto:
M
" t22z pj
[Toist e 1
;1
M
2 2) P
M ) J
1 S Soap 1800 le
Jrll 2K 2K nl 2K1?2
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L 2K e ™ &£ 2K e 2P
e 11

Y tsnpp nt2KPZ e P
i1
Entonces:

M K M
22 5 pj % pj Y tspj nt2K'Z e P
Hn s e Il M1 el
21T mnt?

M M
£2 1K e "Pi 1KZeZ”pj
e Il J1
M 2
> npie ™
]
12t domgy—s
T[nlz 1
mint 2 2T
M 2 M
£2 % npje™ ko £2
e I

1KeM™ 1K e 2
e i

Si el nimero de clusters en la poblacion y el tamafio de la muestra son sumamente
grandes, tomando el limite de H,, s cuando ny K tienden ainfinito, se tiene:

M 2

. np;j
anje i
]
12t =557
. . mtZ g
lim Hps lim ——e dt
nK— o nNK— o 1int 2 2T[
M 2
£2 % npje™
lim e 1
nkK— o
M
22 1Ke™ 1Ke?P
e I
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Aplicando el teorema de convergencia dominada:
2

M
> npie ™
]
12t~y gy
nan 1
lim ——e dt
nNK— o qgpl2 27T
M 2
o Npj
> npje ™
]
121 __?T7ET7__S
Tle 1
lim ——e dt
mnt2 nK—> o 21
mt2  q )
—el?%dt 1
mint 2 2T

Por consiguiente:

lim Hps
nK— o«

M M M 2
£ 2 ;1Ke”pJ;1KeZ”pi > 1nK npje™
lim e J J i

nK— o

nK— o

M M M
£2 lim 1Ke™§ 1Ke?"P 1 nK np; e "Pi
J'Z1 J'Z1 ;z;
Asi, K 127, se distribuye asintoticamente como unaN 0 o2 , con

0'2 lim 1% e "p; 1% e 2npj i % npje npj
Yok e K& K& nK &

K

Ahorabien, Z Z, Zuc, Sendo Zc ; f Xj . Se puede probar exactamente
i 1

2

igual que K 1 ?2Z,. se distribuye asintoticamente segin unaN 0 o2 , donde

K K K

1 1 . 1 .

2 ; np 2np .~ Np

Oc lim = g e — g e i — g npje "
nK— o KJ. 1 KJJ. 1 nK J. 1
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Asi,
K
K'2 N 5 1 pp" ——> NOO]
j 1
donde 0? o2 o2, ta que

M mMc?

2

K

0-2 lim li e "pj 1 e 2npj i i npje npj
Yk e KA K nkK & "

j 1
Yy, por consiguiente,
K
51 p" No ——> NOGiK
j1
donde 0 K KoZ.

Supobngase ahora, como se hizo en €l apartado anterior, que la distribucion empirica
de npy npz npy, definida como

1K
Fn x Rjzllnpj X

converge débilmentea F x sobre 0 o . Entonces,

02 1S e XdF x 1 " e 2dF x
1 K-Zlo szlo
00 1 K 00 2
K Kx dF x Z xe * dF x
0 oo
[ee] (o] 1 K (o]
e*X1 e* dF x K Kx dF x Z xe * dF x
0 0 oo
ya que:

K K K K 00 00
n E X; E Yi npj xdF x K xdF x
le le le le 0 0
Una cota superior aparente para la varianza asintttica de K es:

00 00 1 0

0? K K 1 e X dF x K Kx dF x K xe X dF x
1 0 0 0

00 00 1 00

K 1 e* dF x K Kx dF x K K xe * dF x
0 0 0
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Sea la variable N; que se define como el nimero de clusters que se observan exacta-
mente i veces en la muestra. A partir de la variable aleatoria indicatriz definida en

)

K X . K n ,i K 00 X
EN ? pp1 op "t ze”pJ—iﬁ)J > exi—' dF x
j 1 j1 : j 1 0 :
tal que
EN K e*X dF x
0 i!
ycomoE K K 1 e * dF x, se obtiene que,

0

E2 N
K
E Y X
2

Por consiguiente, un estimador de 03 K es

02K EK

02K k nZn

al reemplazar |as esperanzas por los valores observados.

4. RESULTADOSNUMERICOS

Antes de presentar los resultados numéricos es necesario indicar que, aunque €l ob-
jetivo principal de este articulo es la propuesta de presentar una técnica de obtencion
de una distribucion asintética para un estimador del nimero de clusters en una pobla-
cidn, es necesario y conveniente resaltar como corregir K. Existen técnicas jackknife
y bootstrap que corrigen y gjustan el estimador seglin €l sesgo cometido. En Prieto
(1998, a y b) se presentan justamente estas técnicas como reduccion y correccion
del sesgo. También ha sido utilizadas por Burnham y Overton (1979) para estimar el
nimero de individuos en una poblacion, o por Heltshe y Forrester (1983) para estimar
el nimero de especies en un ecosistema.

Ejemplo 1

Este gemplo es propuesto por Fisher, Corbet y Williams (1943). 1421 especies
fueron cogidas en una trampa - muestra en la localidad de Rothamsted y clasificadas
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por especies. Los datos se resumen en la siguiente tabla.

i 1 2 3 4 5 6 7 8
n (3% 11 15 14 10 11 5 139

Fisher, Corbet y Williams estimaron el nimero de especies en 261.9. K 240,y la
varianza es

352
1421
Obsérvese que n debe tender a infinito cuando K es sumamente grande. A conti-
nuacion se presenta un gemplo por simulacion para ver la eficiencia de K segln las
probabilidades de observacion de cada cluster.

02K k nin 240 240

Ejemplo 2

Entonces para comprobar |a eficacia del estimador propuesto K se ha evaluado me-
diante métodos computacionales por simulacion. La evaluacion de K ha sido llevada
a cabo simulando una muestra aleatoria o bien de tamafio 50 o bien de tamafio 100
de una poblacion de 200 clusters.

L as probabilidades de observar los diferentes clusters han sido consideradas pertene-
cientes a intervalo 0 0020; 0 01 . Se han considerado 6 casos posibles. En el primer
caso se ha considerado las probabilidades iguales. En el segundo los primeros 100
clusters tienen probabilidades 0.004 de ser observados y los 100 siguientes 0.006.
Los siguientes casos se van considerando poblaciones mas heterogéneas. Cada caso
se ha simulado 50 veces y se han tomado e promedio de los resultados.

L os resultados obtenidos indican que:
K siempre bgjo estima €l vaor de K, siendo muy sesgado. Técnicas para
corregir €l estimador han sido ya mencionadas.

Para cualquier poblacion, €l sesgo cometido por K cuando n 50 es siempre
mayor que cuando n  100.

El sesgo de cada estimador aumenta a medida que la poblacion es méas hete-
rogénea.

Lavarianzade K cuandon 50 es ma pequefiaque cuandon 100. A medida
gue la poblacién es mas heterogénea, la varianza es ligeramente mayor.
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Casos | n Pj K o2 | EK K ECM. | VK
1 50 pj 0005 119 | 4891 81 6593.14 | 32.14
i 1 200
100 132 | 5341 68 4662.09 | 38.09
2 50 | p; 0004 103 | 44.12 97 9447.01 | 38.01
j 1 100
p; 0006
j 101 200
100 118 | 48.43 82 6768.80 | 44.80
3 50 | p; 00035 94 | 39.10 106 | 1127410 | 38.14
i 1 9%
pj 00045
j 91 180
p; 0014
j 181 200
100 107 | 4341 93 8694.04 | 4504
4 50 | p; 001 82 | 41.27 118 | 13967.20 | 43.24
i 1 10
p; 0004
j 11 100
100 | p;j 0003 97 | 46.92 103 | 10657.10 | 48.12
j 101 190
pj 0023
j 191 200
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Tabla 1 (cont.)

Casos | n Pj K o7 | EK K ECM. | VK
5 50 | p; 00035 67 | 44.12 133 | 1773520 | 46.28
j 1 50
pj 0006
j 151 100
pj 0002
j 101 125
100 | p; 0009 85 | 48.43 115 | 1327420 | 4921
j 126 150
pj 0005
j 151 200
6 50 p; 0006 56 | 48.91 144 | 2078520 | 49.24
j 1 25
p; 00025
j 26 50
pj 0009
j 51 75
100 | p; 0008 69 | 53.41 131 | 1721630 | 55.39
j 76 100
p; 0001
j 101 125
pj 0002
j 126 150
p; 0005
J 151 175
p; 0004
j 176 200
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