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1. INTRODUCCI ·ON

La obtenci·on de informaci·on a trav·es de encuestas de la poblaci·on se h a convertido en
una pr·actica frecuente en la investigaci·on de entidades p·ublicas y privadas que deman-
dan respuestas a preguntas tan b·asicas como: ¿cu·al es el m·etodo m·as apropiado p ara
obtener la muestra?, ¿cu·al es el tama�no apropiado de la muestra?, ¿c·omo debo anal izar
los datos obtenidos? Los que estudiamos poblaciones �nitas sabemos que las respues-
tas a estas preguntas no son ·unicas y universales, y adem·as dependen de la pers pectiva
de an·alisis aplicada. Al escribir este art·�culo se ha pensado que era impor tante realizar
un esfuerzo en recoger y analizar las respuestas que da la literatura a estas preguntas
de dise�no desde las distintas perspectivas. De este modo, el lector no especializado
obtendr·a con este trabajo una visi·on conjunta sobre las distintas r espuestas de la litera-
tura a sus preguntas sobre dise�no, y el lector especializado tendr·a una referencia en la
que se analizan conjuntamente los resultados sobre dise�no desde las diversas perspec-
tivas, con la particularidad a�nadida de permitir el estudio por separado de cada grupo
de aportaciones por el car·acter autocontenido de las secciones sobre aportaciones desde
las perspectivas de poblaci·on �ja, modelos de superpoblaci·on cl·asicos y m odelos de
superpoblaci·on Bayesianos.

Resumiendo y concretando, este art·�culo realiza una revisi·on de la liter atura cl·asica y
reciente sobre dise�no en poblaciones �nitas desde las perspectivas de pobl aci·on �ja, y
modelos de superpoblaci·on desde las perspectivas cl·asica y Bayesiana. En concr eto,
se revisan las aportaciones en relaci·on a c·omo seleccionar la muestra, elegir el tama�no
·optimo de unidades y elementos a muestrear en un muestreo en dos etapas, t·ecnicas
para estrati�caci·on de una poblaci·on, etc., se�nalando las hip·otesis asu midas en cada
caso desde las distintas perspectivas. Otros art·�culos de revisi·on so bre las diferentes
aportaciones al dise�no y estimaci·on son: Zacks(1970), Rao(1979), y Bel lhouse(1984).

Debemos indicar que en este art·�culo no se pretende realizar una revisi·on d e las apor-
taciones realizadas en el terreno de obtener el estimador ·optimo para un muestreo dado
o para un grupo de procedimientos de muestreo (aunque se indiquen como referencia
algunos resultados), y por lo tanto que la exposici·on no se centrar·a en la forma de los
estimadores sino en las caracter·�sticas relativas al dise�no. El lector interesad o en un
an·alisis m·as detallado sobre estimaci·on puede dirigirse, por ejemplo, a los siguientes
art·�culos y libros:� Sobre muestreo en poblaci·on �ja, a los manuales de Hansen, Hurwitz and Ma-

dow(1953), Kish(1965), Cochran(1977), Hedayat and Sinha(1991) y S¤arndal, Swen-
son and Wretman(1992) y a los art·�culos de Chaudhuri(1988), Mukhopadhyay and
Tracy(1993) y Godambe(1992).� Sobre muestreo y estimaci·on basada en un modelo de superpoblaci·on, a los ma-
nuales de Cassel, S¤arndal and Wretman(1976), Bolfarine and Zacks(1992) y a los
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art·�culos de Royall(1988,92a) desde las perspectivas cl·asica, y Ericson( 1969a,88) y
Font(1995b) desde la perspectiva Bayesiana.

Otras referencias de inter·es son el art·�culo de S¤arndal(1978) y las tesis de Murgui(1982)
y Font(1995a) que recogen un resumen comparativo de las distintas aproximaciones al
problema de estimaci·on en poblaciones �nitas.

El presente trabajo se organiza en 6 secciones incluyendo esta introducci·on. En la
secci·on 2 se establecen los conceptos b·asicos y notaciones que se aplicar·an en la d es-
cripci·on de los distintos resultados. En la secci·on 3 se presentan las ap ortaciones al
dise�no desde la perspectiva de poblaci·on �ja. En las secciones 4 y 5 las apor taciones al
dise�no que se apoyan en un modelo de superpoblaci·on desde las metodolo g·�as cl·asica
y Bayesiana respectivamente. Y en la secci·on 6 se presenta un resumen conclusi·on
sobre la comparaci·on realizada entre las distintas perspectivas y se referencian otras
aportaciones al dise�no no tratadas en las secciones 3, 4 y 5.

2. CONCEPTOS B ·ASICOS Y NOTACI ·ON

Consideremos una poblaci·on �nita de N (entero positivo conocido) elementos, P =f1; 2; : : : ; Ng, unas cantidades yi, i = 1; 2; : : : ; N que representan el valor de una ca-
racter·�stica de inter·es asociada a cada uno de estos elementos, y supongamos que esta-

mos interesados en inferir sobre la cantidad (desconocida)y = PNi=1 yiN . Para poder esti-
mar y (denotaremos al estimador por by), obtendremos una muestra s = fi1; i2; : : : ; ing
con probabilidad p(s) mediante un mecanismo de muestreo no informativo de tama�no
�jo n y mediremos para los ·�ndices muestreados el valor de la caracter·�stica en estu-
dio. En este art·�culo nos restringiremos a los resultados referidos a procedimientos
de muestreo no informativos de tama�no �jo n. Dentro de este grupo indicaremos por
srswr al muestreo aleatorio con reemplazamiento, ppswr al muestreo con reemplaza-
miento con pi = Pr(seleccionar i), i = 1; 2; : : : ; N , srswor al muestreo aleatorio sin
reemplazamiento, y ppswor al muestreo sin reemplazamiento con �i = Pr(i 2 s),i = 1; 2; : : : ; N . A partir de esta notaci·on b·asica introduciremos a continuaci·on las
notaciones particulares correspondientes a las perspectivas de poblaci·on �ja y modelos
de superpoblaci·on.

La perspectiva de poblaci·on �ja considera como ·unica fuente de aleatoried ad la debida
al mecanismo de muestreo. Si representamos por Ep(:) y Vp(:) a los operadores media
y varianza respecto al procedimiento de muestreo p, diremos que nuestro estimador by
es insesgado respecto al muestreo si: Ep(by) = y;(1)
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y en este caso el error cuadr·atico medio cometido respecto al muestreo vendr·a dado
por: Ep(by � y)2 = Vp(by):(2)

A partir de (1) y (2), Newman(1934) de�ne como estrategia ·optima (es trategia de uni-
forme m·�nima varianza) aquella estrategia (by; p) que minimice el error cuadr·atico me-
dio respecto al muestreo p (ver (2)) entre todos los estimadores insesgados respecto
a ese procedimiento de muestreo p (ver (1)). Los trabajos de Godambe(1955) y Go-
dambe and Joshi(1965) demuestran la no existencia de estimadores ·optimos seg·un la
de�nici·on anterior (m·as detalles en secci·on 3) y justi�can la b·usqueda de otros criterios
de estrategia ·optima (por ejemplo, la admisibilidad) o la introducci·on de modelos de
superpoblaci·on (ver otras razones en la secci·on 4) para delimitar en qu·e circu nstancias
relativas a la poblaci·on un estimador era mejor que otro.

La perspectiva basada en modelos de superpoblaci·on considera a los valores yi como
realizaciones de una variable aleatoria Yi, i = 1; 2; : : : ; N . Si asumimos esta segunda
fuente de aleatoriedad y representamos por Em(:) y Vm(:) a los operadores media y va-
rianza respecto al modelo de superpoblaci·on, diremos que el estimador by (manteniendo
la notaci·on inicial) es insesgado respecto al modelo si:Em(by � Y ) = 0:(3)

La literatura que considera un modelo de superpoblaci·on propone dos criterios para
seleccionar la estrategia ·optima, seg·un la importancia que el estad·�st ico quiera dar a
cada una de las dos fuentes de aleatoriedad (procedimiento de muestreo y modelo de
superpoblaci·on) que consisten en minimizar:EmEp(by � Y )2;(4)

o bien, Em(by � Y )2;(5)

entre estimadores que satisfacen (1) ·o (3).

A veces dispondremos tambi·en de una informaci·on complementaria sobre l a variable en
estudio yi, en forma de una caracter·�stica auxiliar xi con i = 1; 2; : : : ; N conocida para
todas las unidades de la poblaci·on que se podr·a aplicar en el mecanismo de mu estreo y/o
en la estimaci·on para mejorar el proceso inferencial. Algunas notaciones adicionales
de inter·es son:
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y = PNi=1 yiN ; ys = Pi2s yin ; yu = Pi62s yiN�n ;x = PNi=1 xiN ; xs = Pi2s xin ; xu = Pi62s xiN�n ;S2y = PNi=1 (yi�y)2N�1 ; S2x = PNi=1 (xi�x)2N�1 :
En algunas ocasiones los elementos de la poblaci·on (de manera natural o bien tras un
proceso de estrati�caci·on) aparecen agrupados en unidades m·as grandes (psu’s). En
este trabajo, denotaremos por K (entero positivo conocido) al n·umero de unidades, Mi
al n·umero de elementos de la unidad i, i = 1; 2; : : : ;K (enteros positivos conocidos)
con

PKi=1Mi = N , yij al valor de la caracter·�stica en estudio asociada al elementoj de la unidad i, para j = 1; 2; : : : ;Mi, i = 1; 2; : : : ;K. Las inferencias que se
analizar·an en este trabajo se re�eren a la media de la poblaci·on por elemento y se
apoyar·an en los valores observados yij para (i; j) 2 s, con s una muestra obtenida
a trav·es de un muestreo en dos etapas, en el que primero se realiza un muestreo no
informativo de tama�no �jo k (denotaremos a la muestra obtenida por s0) y en segundo
lugar un muestreo no informativo de tama�no �jo mi para i 2 s0 con

Pi2s0 mi = n
(denotaremos a la muestra en cada unidad por si, i 2 s0) ambos procedimientos de
muestreo independientes, por tanto s = f(i; j) : j 2 si; i 2 s0g . En este trabajo
indicaremos por: stsrswor al muestreo estrati�cado con k = K con elecci·on de los
elementos mediante srswor, clsrswor al muestreo cluster con k < K y mi = Mi,i = 1; 2; : : : ;K con elecci·on de las unidades mediante srswor y 2ssrswor al muestreo
en dos etapas con muestreo srswor de las unidades y de los elementos. Otras notaciones
de inter·es son, para i = 1; 2; : : : ;K:yi = PMij=1 yijMi ; ysi = Pj2si yijmi ; yui = Pj 62si yijMi�mi ;xi = PMij=1 xijMi ; S2yi = PMij=1 (yij�yi)2Mi�1 ; S2xi = PMij=1 (xij�xy)2Mi�1 ;
as·� como las siguientes de�niciones de la varianza poblacional dentro de las u nidades
(S2yw), la varianza poblacional entre unidades (S2yb) y la correlaci·on poblacional dentro
de las unidades (Ry):S2yw = PKi=1 (Mi�1)S2yiN�K ; S2yb = PKi=1Mi(yi�y)2K�1 ; Ry = 2PKi=1PMij<j� (yij�y)(yij��y)( Ki=1M2iN �1)(N�1)S2y ;
esta ·ultima expresi·on (Ry), que puede interpretarse como un coe�ciente de homoge-
neidad dentro de la unidad, ha sido aproximada por los diversos autores en t·erminos deS2yw, S2yb y S2y (por ejemplo, en el caso Mi = M , i = 1; 2; : : : ;K, Hansen, Hurwitz

and Madow(1953) usan la aproximaci·on
M(K�1)N�1 S2yb�S2y(M�1)S2y y Cochran(1977) la aproxi-

maci·on
S2yb�S2y(M�1)S2y ). Indicaremos tambi·en con Ry a todas estas aproximaciones cuando

formen parte de la aproximaci·on de un resultado.

7



3. APORTACIONES AL DISE �NO DESDE LA PERSPECTIVA DE
POBLACI ·ON FIJA

Las aportaciones al dise�no de los autores que han trabajado desde esta perspectiva son
muy numerosas, en concreto en esta secci·on se analizar·an algunos resultados comp a-
rando procedimientos de muestreo distintos, expresiones sobre los tama�nos de muestreo
·optimos y algunos procedimientos para estrati�car la poblaci·on con el ob jetivo de ob-
tener mejores inferencias.

Antes de pasar a la relaci·on de las aportaciones en poblaci·on �ja conviene reali zar una
re�exi·on previa sobre el concepto de estimador « ·optimo», para valorar mejor las con-
secuencias de la elecci·on entre las distintas alternativas de dise�no en base a l os errores
cuadr·aticos asociados a ese estimador « ·optimo». La no existencia de una estrategia uni-
forme de m·�nima varianza demostrada por Godambe(1955) cuando se consideraba la
minimizaci·on dentro de la clase de los estimadores insesgados, lineales y homog·eneos,
y por Godambe and Joshi(1965) cuando se consideraba la clase de todos los estima-
dores insesgados (m·as detalles en los art·�culos de Chaudhuri(1988) y M ukhopadhyay
and Tracy(1993)), conduce a establecer el concepto de estimador admisible para un
muestreo dado. En esta l·�nea de investigaci·on, Joshi(1965,67) demo str·o: (i) la admisi-
bilidad del estimador de Horwitz-Thompson (byHT = Pi2s yi�iN ) como estimador dey para muestreos ppswor con probabilidades de inclusi·on �i estrictamente positivas,
(ii) la admisibilidad de ys para un dise�no p entre todos los estimadores de y, y (iii) la
admisibilidad de ys, byr = xxs ys (estimador de raz·on), e byb = ys + b�(x � xs) conb� = Pi2s (xi�xs)(yi�ys)Pi2s (xi�xs)2 (estimador de regresi·on) entre los estimadores medibles (con

algunas restricciones adicionales) de y para funciones de p·erdida muy generales para
procedimientos de muestreo sin reemplazamiento. En otra l·�nea de investigaci·on, New-
man(1934) y Royall(1968) demostraron que para un muestreo srswr, el estimador ys
es el ·unico estimador que minimiza el error cuadr·atico respecto al muestreo entr e los
estimadores insesgados lineales homog·eneos y entre todos los estimadores insesgados
respectivamente.

3.1. Comparaci·on entre procedimientos de muestreo

3.1.1. Comparaci·on entre muestreos en una etapa

Veremos dos grupos de resultados, los debidos a Lanke(1975) que comparan los mues-
treos srswor y srswr y los de Des Raj(1954), Reddy and Rao(1977) y Rao(1993) que
permiten comparar muestreos srswr y ppswr.

Lanke(1975) de�ne que un procedimiento de muestreo p0 es mejor o al menos tan bueno
como otro procedimiento p si dado un estimador insesgado de y respecto a p, byp, existe

un estimador insesgado de y respecto a p0, byp0 , tal que Vp0(byp0) � Vp(byp), y obtiene una
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condici·on necesaria para que un muestreo p0 sea mejor o al menos tan bueno como p
para la estimaci·on de Ny. De la aplicaci·on de esta condici·on a los muestreos aleatorios
se llega a que en la estimaci·on de y un muestreo srswor es mejor o al menos tan bueno
como un muestreo srswr si n � 2.

Des Raj(1954) demuestra que el muestreo ppxwr (muestreo ppswr con pi = xiNx ,i = 1; 2; : : : ; N ) puede producir peores estimaciones que el muestreo srswr cuando
la relaci·on entre yi y xi, i = 1; 2; : : : ; N se aleja de una l·�nea recta a trav·es del origen.

Rao(1993), considera dos muestreos proporcionales con reemplazamiento, ppswr y
pps’wr con probabilidades de elegir i, pi y p0i, i = 1; 2; : : : ; N respectivamente y
considera el muestreo pps�wr con probabilidades de elegir i, p00i = �pi+(1��)p0i con0 � � � 1, i = 1; 2; : : : ; N obteniendo los siguientes resultados que representaremos
por (1):

(i) Si Vppswr(byHH ) < Vpps’wr(by0HH ), entonces Vpps�wr (by00HH ) < Vpps’wr(by0HH ).
(ii) Si Vpps’wr(by0HH ) < Vppswr(byHH ), entonces Vpps�wr (by00HH ) < Vppswr(byHH ).

(iii) Vpps’wr(by0HH )� Vppswr(byHH ) = 1nN2 PNi=1 y2i (pi�p0i)pip0i ;
donde byHH = Pi2s yipiNn es el estimador de Hansen-Hurwitz asociado al muestreo
ppswr (las primas representan los correspondientes estimadores Hansen-Hurwitz para
los restantes muestreos).

De (1)(i) y (ii) se deduce que la estrategia (by00HH ; pps�wr ) es mejor que la peor en-

tre las estrategias (byHH ; ppswr) y (by0HH ; pps’wr). De (1)(iii) tomando p0i = 1N , i =1; 2; : : : ; N (muestreo srswr) obtenemos una expresi·on de las diferencias en e�ciencia
entre un muestreo srswr y un muestreo ppswr.

3.1.2. Comparaci·on entre muestreos srswor, stsrswor y clsrswor

La comparaci·on entre los muestreos srswor y stsrswor es analizada en la mayor·�a de
manuales sobre t·ecnicas de muestreo. Por ejemplo, Cochran(1977) y S¤arndal, Swens-
son and Wretman(1992) obtienen la siguiente expresi·on:Vsrswor(ys)� Vstsrswor,(13)(ys) = N�nnN(N�1) [(K � 1)S2yb � 1N PKi=1 (N �Mi)S2yi];(2)

en la que el sub·�ndice stsrswor (13) indica que se ha aplicado un muest reo aleatorio
estrati�cado en el que el n·umero de elementos muestreados en cada estrato es propor -
cional al tama�no del mismo (ver comentarios del apartado 3.2.2 y la expresi·on (13)).
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A partir de (2) podemos observar que matem·aticamente el muestreo stsrswor puede
ser peor que el muestreo srswor. En particular, si suponemos que S2yi = S2psu, i =1; 2; : : : ;K tenemos que la expresi·on (2) se convierte en:Vsrswor(ys)� Vstsrswor,(13)(ys) = (N � n)(K � 1)nN(N � 1) [S2yb � S2psu];(3)

que ser·a negativa (evidencia a favor del muestreo srswor) si la varianza poblacional en-
tre estratos es m·as peque�na que la varianza dentro de los estratos. En la mayor parte de
las situaciones pr·acticas la varianza entre estratos supera a la varianza dentro del estra-
to, (2) es positivo y se produce una ganancia en precisi·on al usar el muestreo stsrswor
como alternativa al muestreo srswor.

Hansen, Hurwitz and Madow(1953) obtienen a partir de (2) la siguiente expresi·on apro-
ximada de las ganancias derivadas del muestreo stsrswor frente al muestreo srswor:Vsrswor(ys)� Vstsrswor,(13)(ys) ' N � nN S2yn Ry:(4)

A partir de (2) y (4) podemos extraer las siguientes observaciones:� Cuanto m·as grande sea la homogeneidad dentro de los estratos, las ganancias por
estrati�caci·on ser·an mayores.� Cuanto m·as grande sea la heterogeneidad entre las medias de los estratos, mayores
ser·an las ganancias relativas por estrati�caci·on.� La ganancia relativa no ser·a muy alta salvo que las variaciones entre estratos sean
bastante mayores que las variaciones dentro de los estratos.

En relaci·on a la comparaci·on entre los muestreos srswor y clsrswor tenemo s, apoy·an-
donos en los resultados de Cochran(1977), cuando Mi = M , i = 1; 2; : : : ;K que:Vclsrswor(ys)� Vsrswor(ys) = N � nN S2yn � N � 1M(K � 1) [1 + (M � 1)Ry]� 1�' N � nN S2yn (M � 1)Ry:(5)

De (5) se deduce que si Ry < 0, el muestreo clsrswor es m·as e�ciente que el srswor,
y si Ry > 0 (la situaci·on m·as habitual), el muestreo clsrswor es menos e�ciente que
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el srswor. Hansen, Hurwitz and Madow(1953) proporcionan una buena discusi·on so-
bre los valores de Ry para diferentes ·�tems y diferentes tama�nos de cluster y S¤arndal,
Swensson and Wretman(1992) estudian los muestreos clppswor (muestreos de dos eta-
pas con mi = Mi, i 2 s0 con muestreo para las unidades del tipo ppswor) y aplicando
un estimador Horwitz-Thompson llegan a las siguientes conclusiones pr·acticas:� Si podemos seleccionar los clusters con un muestreo ppswor con �i = kyiPKi=1 yi ,i = 1; 2; : : : ;K, entonces este muestreo cluster ser·a muy e�ciente.� Si seleccionamos los clusters con un muestreo ppswor con �i = kMiN , i = 1; 2; : : : ;K, el muestreo ser·a bastante e�ciente si las variaciones entre las medias poblacio-

nales de cada cluster son peque�nas.� Un muestreo clsrswor es a menudo poco e�ciente cuando los clusters son de dis tinto
tama�no, es m·as, si la correlaci·on entre Mi y Miyi, i = 1; 2; : : : ;K es positiva (que
es el caso habitual), el muestreo clsrswor da peores resultados que en el caso de
muestreo clsrswor con Mi = M , i = 1; 2; : : : ;K.

3.1.3. Comparaci·on entre muestreos srswor y 2ssrswor

Hansen, Hurwitz and Madow(1953) obtienen la siguiente expresi·on para comparar los
dos tipos de muestreo en el caso: Mi = M , i = 1; 2; : : : ;K y mi = m, i 2 s0V2ssrswor(ys)� Vsrswor(ys) ' N � nN S2yn Ry(m� 1):(6)

A partir de (6) podemos concluir que un muestreo 2ssrswor ser·a e�ciente en la medida
que la correlaci·on entre los elementos dentro de cada unidad sea peque�na si es positiva,
o en el medida que ·esta sea negativa. En la pr·actica Ry es positiva y decrece al aumentar
el tama�no de las unidades.

3.2. Tama�nos de muestreo ·optimos

La literatura cl·asica presenta tres criterios para determinar el tama�no de m uestreo ·optimo:� Para un coste dado, determinar el tama�no que hace m·�nimo el error cuadr·atico medio
en la estimaci·on.� Para una varianza respecto al muestreo dada del estimador de la media poblacional
insesgado aplicado, determinar el tama�no que hace m·�nimo el coste de la esti maci·on.� El problema de decisi·on de minimizar una funci·on de p·erdida.
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A continuaci·on presentaremos los resultados obtenidos seg·un estos cri terios para mues-
treos srswor, stsrswor, clsrswor y 2ssrswor.

3.2.1. Tama�no de una muestra srswor

Konijn(1973) propone para una varianza V 2 dada la siguiente expresi·on para el tama�non de una muestra srswor: n = S2yV 2N�1N + S2yNV 2 ;(7)

esta expresi·on cuando N es bastante grande se simpli�ca tomando N�1N ' 1 a la ex-
presi·on presentada por Kish(1965).

Y Cochran(1977) considerando el criterio de minimizar la p·erdida cuadr·at ica multipli-
cada por la constante positiva 
 m·as una funci·on lineal de costes C(n) = c0 + c1n,
obtiene la siguiente expresi·on para el tama�no ·optimo n de una muestra srswor:n = S2yp
pc1 :(8)

(Una forma m·as general de este resultado aparece en Yates(1960).) Debemos observar
que las expresiones (7) y (8) proporcionan valores para n que son funci·on de la varianza
poblacional, e indicar que para poder �jar el tama�no ·optimo la pr·actica h abitual consiste
en sustituir esta cantidad desconocida por un estimador.

3.2.2. Tama�no ·optimo de una muestra stsrswor

Si consideramos la funci·on de coste lineal: C(m1; : : : ;mK) = c0 +PKi=1 cimi se
tiene (ver, por ejemplo, S¤arndal, Swensson and Wretman(1992)) que:

(i) Bajo la hip·otesis de minimizar la varianza respecto al dise�no para un muestreo
stsrswor para un coste dado C, los tama�nos ·optimos mi, i = 1; 2; : : : ;K vienen
dados por: mi = (C � c0)MiSyipciPKi=1MiSyipci = n MiSyipciPKi=1 MiSyipci :(9)

(ii) Bajo la hip·otesis de minimizar el coste para una varianza dada V 2 para un muestreo
stsrswor, los tama�nos ·optimos mi, i = 1; 2; : : : ;K vienen dados por:
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mi = MiSyipci PKi=1MiSyipci(NV )2 +PKi=1MiS2yi :(10)

Observemos que a partir de (9) se obtiene tomando ci = c, i = 1; : : : ;K, la asigna-
ci·on de Newman (el resultado sobre tama�no ·optimo m·as popular), qu e consiste en la
selecci·on de muestras aleatorias estrati�cadas con tama�nos de muestreo por estr ato mi,i = 1; 2; : : : ;K dados por: mi = n MiSyiPKi=1MiSyi :(11)

Esta expresi·on fue obtenida por Neyman(1934) y previamente por Tschuprow(1923).

A partir de (9) y (10) se obtiene una regla pr·actica para dise�nar un m uestreo aleatorio es-
trati�cado que consiste en seleccionar, dado un estrato, una muestra m·as gran de cu·anto
m·as grande sea su tama�no, m·as variable sea y menor sea el coste de muestrearl o, y las
expresiones de los tama�nos de los estratos y tama�no total de la muest ra. Sin embargo, la
obtenci·on de estos tama�nos presenta algunas di�cultades pr·acticas, al desco nocimiento
de S2yi (habitual en este tipo de expresiones y que discutiremos en el pr·oximo p ·arrafo)
hay que a�nadir ahora otros problemas que se producen por la no introducci·on en los
problemas de optimizaci·on resueltos en (9) y (10) de restricciones sobre los tama�nos de
la muestra en los estratos y que son: la posibilidad de que el tama�no ·optimo de mues-
treo en cada estrato no sea entero, sea negativo o sea superior al tama�no del estrato. Las
recomendaciones habituales son las siguientes: si el tama�no ·optimo de mues treo supera
al tama�no del estrato, muestrear estos estratos totalmente y distribuir las restantes ob-
servaciones entre los otros estratos, y si el tama�no ·optimo es negativo no seleccionar
ning·un elemento de estos estratos, modi�car la ecuaci·on de coste y obtener l os nuevos
·optimos.

En la pr·actica, se suelen emplear las siguientes 5 aproximaciones de la f·ormu la (11)
para evitar el problema que supone desconocer S2yi, i = 1; 2; : : : ;K:

(i) Asignaci·on proporcional al total poblacional (que presenta problemas pr·acticos
similares a (11) puesto que los totales de cada estrato son cantidades asimismo
desconocidas) mi = n PMij=1 yijPKi=1PMij=1 yij :(12)

(ii) Asignaci·on proporcional al tama�no (que aplic·abamos en (2) para es tablecer la
comparaci·on entre los muestreos srswor y stsrswor):
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mi = nMiN :(13)

(iii) x-« ·optima» asignaci·on (con x una caracter·�stica auxiliar que proporciona infor-
maci·on acerca de y): mi = n MiSxiPKi=1MiSxi :(14)

(iv) Asignaci·on proporcional a la ra·�z de las medias en cada estrato de un a carac-
ter·�stica auxiliar: mi = n MipxiPKi=1Mipxi :(15)

(v) Asignaci·on proporcional al total de las x (con x una caracter·�stica auxiliar que
proporciona informaci·on acerca de y):mi = n PMij=1 xijPKi=1PMij=1 xij :(16)

La aplicaci·on de las asignaciones (12) a (16) produce obviamente una p·erd ida en la
precisi·on de las inferencias (en t·erminos de la varianza) respecto a la aplicaci·on de (11).
Estas p·erdidas de e�ciencia depender·an en los casos (14) a (16) de la correlaci· on entre
la caracter·�stica y en estudio y la caracter·�stica auxiliar x (de valores conocidos para
todos los elementos de la poblaci·on) y en general de cuan buena sea la aproximaci·on
de Syi por Sxi,pxi o xi, i = 1; 2; : : : ;K respectivamente. En el caso de la asignaci·on
proporcional (13) (la aproximaci·on m·as empleada, porque no requiere con ocer una
caracter·�stica auxiliar), Hendayat and Sinha(1991) obtienen la siguiente expresi·on:Vstsrswor,(13)(ys)� Vstsrswor,(11)( Ki=1MiysiN ) = 1nN PKi=1Mi(Syi � Ki=1MiSyiN )2;(17)

de la que se deduce que las diferencias de e�ciencia entre las asignaciones de New man
y proporcionales pueden ser considerables, en especial si las varianzas dentro de cada
estrato son muy diferentes entre s·�.
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3.2.3. Tama�no ·optimo de una muestra clsrswor

La literatura no presenta muchos resultados en este campo y propone aplicar bajo la
hip·otesis de un coste cero para el muestreo dentro de las unidades los resultados que se
presentaron en el apartado dedicado al tama�no para un muestreo srswor. Cochran(1977)
para muestreos clsrswor con todos los clusters del mismo tama�no M propone una so-
luci·on al problema de minimizar la varianza para un coste �jo con funci·on de costesC(k) = c1Mk + c2pk.

3.2.4. Tama�no ·optimo de una muestra 2ssrswor

Para presentar los resultados distinguiremos entre dos situaciones:� Todas las unidades tienen el mismo n·umero de elementos: Mi = M , i = 1; 2; : : : ;K
y mi = m para i 2 s0.� No todas las unidades tienen el mismo n·umero de elementos.

Suponiendo que todas las unidades son del mismo tama�no, Cochran(1977) estudia el
problema de minimizar la varianza para un coste dado, con funci·on de costes lineal de
la forma: C(m; k) = c1k+ c2km y propone como m·etodo para obtener los tama�nos m
y k ·optimos el siguiente algoritmo sugerido por Eisenhart (ver Cameron(1951)).

Algoritmo (18). Dados a = c1S2yw y b = c2M (S2yb � S2yw):
(i) Si b > 0 y

pab �M , tomar el entero l que cumpla l �pab � l + 1 y entonces:�
si ab � l(l + 1) tomar m = l
en otro caso tomar m = l + 1

(ii) Si b � 0 ·o
pab > M , tomar m = M .

(iii) Determinado m ·optimo, se calcula k �jando el coste o la varianza.

Nuevamente, la determinaci·on del tama�no ·optimo depende de cantidades desco noci-
das (varianza entre los elementos dentro de las unidades y varianza entre las medias de
las unidades) aunque en este caso los tama�nos ·optimos son enteros y posi tivos. He-
dayat and Sinha(1991) se plantean nuevamente el problema de minimizar la varianza
para un coste menor o igual a una cantidad �jada (la funci·on de costes estud iada es
pr·acticamente la misma, s·olo a�naden un coste �jo) y sujeta a la restricci ·on 2 � m �M
y 2 � k � K presentando un algoritmo alternativo para la obtenci·on de los tama�nos
muestrales ·optimos m y k.
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En el caso m·as general, en el que el tama�no de todas las unidades no es el mismo, Co -
chran(1977) asumiendo la funci·on de costes C(m; k) = c1k + c2km donde m = nk
y considerando una fracci·on de submuestreo constante para todas las unidades mues-
treadas (miMi = mKN , i 2 s0) propone aplicar el algoritmo (18) reemplazando m porm y tomando a = c1PKi=1MiS2yiN y b = c2(K2PKi=1M2i (yi�y)2N2(K�1) � KPKi=1MiS2yiN2 ). La
soluci·on obtenida m sirve para obtener los tama�nos ·optimos mi, i 2 s0 aplicando que
la fracci·on de submuestreo es constante para todas las unidades muestreadas.

Otra alternativa propuesta por Hansen, Hurwitz and Madow(1953) para la misma fun-
ci·on de coste consiste en tomar, para i 2 s0:mi = MiKNsc1c2 1�RyRy ;(19)

y calcular k �jando el costo o la varianza. (La expresi·on (19) es asimismo aplicable
cuando todas las unidades tiene el mismo tama�no.)

Otras referencias adicionales de inter·es son: Cochran(1977), Konijn(1973) y Hansen,
Hurwitz and Madow(1953) con funciones de coste alternativas y/o an·alisis de otros
procedimientos de muestreo en dos etapas.

3.3. T·ecnicas de estrati�caci ·on de una poblaci·on

Desde un punto de vista de poblaci·on �ja, el muestreo stsrswor permit e obtener mejores
inferencias que los muestreos srswor y clsrswor, y sobre todo cuando adem·as tomamos
la muestra de acuerdo con un esquema de asignaci·on ·optima. Esta propiedad motiva
la b·usqueda de procedimientos para dividir los elementos de la poblaci ·on en unidades
(cuando la poblaci·on no est·a dividida de forma natural) o incluso est rati�car a posteriori
la poblaci·on de modo que se puedan aprovechar las ganancias en e�ciencia del muestr eo
stsrswor frente al srswor o mejorar los resultados de un muestreo clsrswor. Trataremos
en este apartado de dos cuestiones: c·omo construir los estratos y el n·umer o de estratos.

La idea m·as sencilla para construir K estratos con el objetivo de mejorar nuestras esti-
maciones consiste en establecer una partici·on en estratos, de modo que las diferenciasMiS2iy entre los estratos que construyamos no sean muy grandes, de esta manera cuan-
do realicemos el muestreo de los mismos con asignaci·on proporcional al tama�no (por
ejemplo), las p·erdidas de e�ciencia respecto a la asignaci·on de Neyman (ver ex presi·on
(17)) ser·an menores y, en consecuencia, nuestra estimaci·on ser·a mejor. Som( 1973)
considera tres procedimientos para reducir las diferencias MiS2iy entre estratos:� La regla de Dalenius and Gurney(1951) de construir estratos con valores de MiS2iy

aproximadamente iguales.
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� La regla de Ekman(1959) de construir estratos con valores deM

i

rg
i

aproxima-
damente iguales, con rg

i

el rango de la caracter�́stica en estudio en el estratoi ,
i = 1 ; 2 ; : : : ; K .

� Y la regla de Mahalanobis, Hansen, Hurwitz y Madow de construir estratos con
valores deM

i

y

i

aproximadamente iguales.

Otra posibilidad consiste en hacer una estrati�cación de la población demodo que la va-
rianza del estimador para la asignación de Pearson (ver (11)) sea directamentepeque-
ña. Si representamos porf ( y ) a una función de frecuencia sobre la caracter�́stica en
estudio y suponemos ordenada la población de acuerdo con esta caracter�́stica,una ma-
nera de construir los estratos atendiendo a esta idea consistir�́a en determinar los l�́mites
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Dalenius and Hodges(1959) plantean el problema en estos términos y proponen calcu-
lar la cumulativa de

p

f ( y ) y tomar los l�́mites intermedios de forma que los intervalos
sean aproximadamente iguales en la escala cum

p

f ( y ) . (La idea de emplear la cumula-
tiva

p

f ( y ) y estos l�́mites se apoya en la hipótesis de que si los estratos son numerosos
y de rango pequeño,f ( y ) dentro del estrato es aproximadamente constante.) Otros
trabajos en esta l�́nea (aunque en estos casos se propone muestrear un únicoelemen-
to por estrato) consisten en la aplicación de los algoritmos de Kossack andShiledar
Baxi(1971) y sus modi�caciones en Shiledar Baxi(1982,95).

Al enunciar los criterios de estrati�cación anteriores nos hemos apoyado en los valo-
res de la caracter�́stica en estudio, esta hipótesis no es realista ya que noconocemos la
totalidad del vector poblacional. En la práctica estos métodos se aplican sobre una ca-
racter�́stica auxiliarx

i

, i = 1 ; 2 ; : : : ; N y, obviamente, la e�ciencia en la construcción
depende de la correlación entre la caracter�́stica en estudio y la auxiliar.

Los procedimientos anteriores se apoyan en construir un número dado,K de estratos.
En principio, un aumento deK supondrá (basándonos en un mecanismo de construc-
ción bueno) estratos internamente más homogéneos en s�́ y más hetereogéneos entre
s�́ y por tanto apoyándonos en (3) y (17) mayores ganancias de precisión.En esta di-
rección, Cochran(1977) apoyándose en una construcción de estratos basada en la regla
de Dalenius and Hodges(1959) y suponiendo una distribuciónf ( y ) dentro del estrato
aproximadamente constante, obtiene la siguiente relación:

V stsrswor(

P

M

i

i =1

M

i

y

s

i

N

) '

V srswor( y

s

)

K

2

;(20)

de modo que la varianza estrati�cada es inversamente proporcional al cuadrado del
número de estratos. Por otra parte, hay razones a favor de unK no muy alto, as�́ cuan-
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