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En este trabajo se propone un an·alisis de supervivencia basado en un mo-
delo Gamma. Se obtienen las condiciones te·oricas bajo las cuales dos fun-
ciones de supervivencia Gamma est·an estoc·asticamente ordenadas. Estos
resultados se utilizan para proponer un m·etodo sencillo que permite com-
parar dos poblaciones cuando, a priori, se conoce que sus curvas de super-
vivencia est·an estoc·asticamente ordenadas. Los resultados se ejempli�can
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1. INTRODUCCI ·ON

En el an·alisis de datos de supervivencia provenientes de dos poblaciones es habitual que
se conozca, a priori, que una de ellas debe presentar tiempos de vida estoc·asticamente
m·as peque�nos que los de la otra poblaci·on (grupo control frente a grupo tratamiento).
En este trabajo modelizamos el tiempo de vida de cada individuo mediante una distri-
buci·on Gamma, cuyos par·ametros ¡que dependen de ciertas covariables entre las que
incluimos un indicador de la poblaci·on de pertenencia¡ son modelizados como una rea-
lizaci·on de una superpoblaci·on; as·�, nuestro modelo tiene en cuenta que no existen dos
individuos iguales, pero todos ellos se «parecen». La informaci·on inicial de tiempos de
vida estoc·asticamente ordenados la traducimos a restricciones sobre los hiperpar·ame-
tros del modelo jer·arquico, restricciones que incluimos en la distribuci·on inicial por lo
que tambi·en se cumplen en la distribuci·on �nal.

La mayor parte de las investigaciones en este sentido se dirigen a la obtenci·on de esti-
madores m·aximo veros·�miles restringidos a la condici ·on de orden para modelos no pa-
ram·etricos. Utilizando la metodolog·�a bayesiana, un importante estudio es el llevado a
cabo por Arjas y Gasbarra (1996) que tambi·en proporcionan una completa bibliograf·�a.
En este trabajo realizamos el an·alisis de la distribuci·on �nal mediante una muestra ob-
tenida a partir de la misma, utilizando m·etodos de Monte Carlo basados en cadenas de
Markov.

2. EL MODELO Y LA INFORMACI ·ON INICIAL

El modelo que se considera en este trabajo para el an·alisis de tiempos de supervivencia
progresivamente censurados por la derecha es:

t » Ga(tjα;β)

(logα; logβ)0 » N2((logα; logβ)0jBx;H);

modelo jer·arquico en el que cada individuo tiene un tiempo de supervivencia Gamma
de par·ametros α y β que dependen a su vez de los hiperpar·ametros B y H y del vector
x de covariables del individuo. De este modo, podemos incluir modelos de poblaciones
en los que a pesar de la ordenaci·on estoc·astica de las curvas de supervivencia es posible
el solapamiento de las mismas para individuos concretos. Este modelo supone una ge-
neralizaci·on de uno anterior (Berm·udez y Beamonte, 1993) para permitir la inclusi·on
de covariables en el estudio y tambi·en est·a relacionado con un modelo semiparam·etrico
aditivo propuesto en Beamonte (1998).

Utilizamos las siguientes de�niciones de orden estoc ·astico para funciones de riesgo y
de supervivencia gen·ericas (Arjas y Gasbarra, 1996).
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De�nici ·on 1

Dos funciones de riesgo, h1(t) y h2(t), se dicen estoc·asticamente ordenadas si h1(t) <

h2(t) 8 t > 0, ·o h1(t) > h2(t) 8 t > 0.

De�nici ·on 2

Dos funciones de supervivencia, S1(t) y S2(t), se dicen estoc·asticamente ordenadas
cuando S1(t) < S2(t) 8 t > 0, ·o S1(t) > S2(t);8 t > 0.

Dada la relaci·on que liga a las funciones de supervivencia y riesgo:

S(t) = exp

‰

¡
Z t

0
h(x)dx

¾

;

se tiene que si h1(t) < h2(t) 8 t > 0, entonces S1(t) > S2(t) 8 t > 0, no siendo cierto,
en general, el rec·�proco. La equivalencia de ordenaciones estoc·asticas s·� que se da entre

funciones de supervivencia y funciones de riesgo acumulado, H(t) =
Z t

0
h(x)dx.

Las funciones de riesgo y de supervivencia del modelo Gamma pueden ser expresadas
en funci·on de los par·ametros α y β, de modo que las condiciones acerca de la orde-
naci·on estoc·astica de las mismas se traducen a restricciones sobre una columna de la
matriz de hiperpar·ametros B. A continuaci·on, establecemos dichos resultados cuyas
demostraciones pueden ser consultadas en el ap·endice.

Proposici·on 1

Si (a;b)0 es la columna de B asociada a la covariable que indica la poblaci·on de per-
tenencia, entonces las respectivas funciones de supervivencia del modelo jer·arquico
Gamma est·an estoc·asticamente ordenadas si, y s·olo si, sig(a) 6= sig(b).

En el caso particular del modelo considerado en este trabajo resultan coincidentes las
restricciones sobre los hiperpar·ametros en las ordenaciones de las funciones de riesgo
y en las de las supervivencias.

Proposici·on 2

En el modelo jer·arquico Gamma se tiene la equivalencia de ordenaciones estoc·asticas
entre funciones de supervivencia y funciones de riesgo.

Para el an·alisis bayesiano del modelo utilizamos una distribuci·on inicial sobre los hi-
perpar·ametros Normal-Wishart truncada para cumplir las condiciones de ordenaci·on
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estoc·astica, esto es, a < 0 y b > 0 (·o a > 0 y b < 0, seg·un el orden), para (a;b)0 la
columna de B asociada a la covariable que indica la poblaci·on de pertenencia. De este
modo, al cumplirse las restricciones de signo sobre las componentes de la correspon-
diente columna de hiperpar·ametros de la distribuci·on inicial, tambi·en se cumplir·an las
mismas restricciones en la distribuci·on �nal con probabilidad uno.

Obtenemos una muestra de la distribuci·on �nal utilizando el muestreo de Gibbs (ver,
por ejemplo, Casella, 1996 y referencias all·� citadas). Para ello, es necesario realizar
una adecuada descomposici·on del vector param·etrico completo de modo que sea sen-
cillo simular a partir de las distribuciones condicionales completas. Para una consulta
detallada del procedimiento ver Beamonte y Berm·udez (1995).

El c·alculo de cualquier par·ametro de inter·es ¡supervivencias medias o distribuciones
predictivas, por ejemplo¡ lo aproximamos por Monte Carlo utilizando la muestra de la
distribuci·on �nal obtenida con anterioridad.

Un an·alisis alternativo, sin utilizar restricciones de orden en las funciones de riesgo
o supervivencia, permite calcular, tambi·en por Monte Carlo, la probabilidad de que
exista ordenaci·on, lo que puede ser un indicador ·util de la adecuaci·on de los datos a esa
a�rmaci ·on inicial.

3. AN ·ALISIS DE UNOS DATOS DE DESEMPLEO

Los datos analizados en este trabajo proceden de una encuesta dirigida a los licencia-
dos en Ciencias Matem·aticas por la Universitat de Val�encia. La labor de campo con
los cuestionarios cumplimentados se cerr·o en octubre de 1994 (Encuesta sobre la va-
loraci·on de la adecuaci·on de los estudios a la actividad profesional. Convenio de la
Universitat de Val�encia con la Conselleria d’Educaci·o i Ci�encia).

El banco de datos �nalmente considerado consta de 559 indivi duos, para todos y cada
uno de los cuales aparece medida una covariable indicando su tiempo de supervivencia
(meses transcurridos desde la obtenci·on de la licenciatura hasta la consecuci·on del pri-
mer empleo), una variable indicadora de la censura (1, si ha encontrado primer empleo
y 0, en caso contrario) y cinco covariables: x1, constante e igual a uno, x2, indicador de
la poblaci·on (1, licenciados hasta 1991, inclusive y 0, resto), x3, sexo (1, si es hombre
y 0, si es mujer), x4, nota media de la licenciatura (1, aprobado, 2, notable y 3, sobresa-
liente) y x5, actitud ante el hipot·etico hecho de volver a cursar la licenciatura (1, s·� y 0,
no). La covariable x2 es una dicotomizaci·on de una covariable original igual al a�no de
licenciatura. Realizamos la misma en ese sentido dada la informaci·on inicial disponible:
en 1992 se produjo la congelaci·on de plazas de oposici·on en ense�nanza secundaria y
siendo ·esta la principal salida laboral de estos licenciados son de prever supervivencias
mayores para el grupo en el que x2 = 0.
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Analizamos estos datos utilizando el modelo comentado en el apartado anterior, incor-
porando la informaci·on inicial acerca de la ordenaci·on de las supervivencias en ambas
poblaciones v·�a la correspondiente restricci ·on param·etrica en la distribuci·on inicial y
obteniendo una muestra de la distribuci·on �nal mediante el algoritmo de Gibbs.

Realizamos 200.000 pasos en la cadena de Markov obtenida a partir de la distribuci·on
�nal y monitorizamos la evoluci ·on de las medias (calculadas cada 50 pasos) de los
hiperpar·ametros de la matriz B. Obtuvimos una r·apida convergencia, adem·as de muy
poca variabilidad en todos ellos. En la �gura 1 se muestra la e voluci·on de las medias de
las columnas de hiperpar·ametros (b12;b22)
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Figura 1. Evoluci·on de las medias de los par·ametros (b12;b22)
0 y (b15;b25)

0.

Obtuvimos una muestra de la distribuci·on �nal desechando los 5.000 primeros pasos de
la cadena de Markov, para as·� alcanzar la convergencia y, posteriormente, registrando
uno de cada 50, a �n de tener independencia entre las observac iones muestrales, hasta
un tama�no muestral igual a 500.

A continuaci·on, realizamos una selecci·on de variables in�uyentes en el modelo com-
binando la obtenci·on de regiones de con�anza de cada una de las columnas de hiper -
par·ametros de B (Wei y Tanner, 1990), con el c·alculo de las distancias de Mahalanobis
de las muestras de cada una de ellas al vector origen.

En la �gura 2 se representan las regiones de con�anza 0.95 de a lgunas de dichas co-
lumnas y en la tabla 1 aparecen las comentadas distancias de Mahalanobis.

Tabla 1. Distancias de Mahalanobis del (0;0)0 a las muestras de (b1 j;b2 j)
0.

x2 x3 x4 x5

D2 19.8631 1.0039 20.3579 2.2249

255




